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_ Vilbreiding van het begrip Inversie 


door J. TUMMERS (Maastricht). 
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Bekend zijn de stellingen over de inversie bij den cir- 
kel en den bol. Uit onderstaande zal nu blijken, hoe deze 
bijzondere gevallen zijn van algemeene eigenschappen. 

STELLING. Gegeven twee centrale tweedegraadsopper- 
vlakken O, en O,, die gelijkvormig zijn en gelijkstandig. 

1. Beweegt zich een punt P op O, dan zal het middel- 
punt der doorsnee — van poolvlakken van P t. a. van 0, 
— met O,, ook op een tweedegraadsoppervlak liggen, dat 
gelijkvormig en gelijkstandig is met de beide eerste. 

II. Gaat O, door het middelpunt van O, dan zullen die 
middelpunten liggen in het vlak van doorsnee van O, en Os. 

Bewijs. O,=ar? + by? dez? =l (1) O, Zar? + by? + 
dez? + Agar +2 fy H-2he dd =0(2); immers zijn O, en O, 
gelijkvormig en gelijkstandig, dan stemmen hun vergelij- 
kingen overeen in de termen van den Zen graad. Het 
poolvlaktvamryie, travan (1) Sanit tbyiyd=ce == 
(3). De lijn, die #,y‚z, met het middelpunt van O, ver- 
bindt wordt voorgesteld door 

En (4) 
A AE 

Het middelpunt van de bedoelde doorsneekromme wordt 
door de vergelijkingen (3) en (4) bepaald. Uit (3) en (4) 
vindt men voor de coordinaten van dit middelpunt. 


x= ml 6) 
ene in 5) 
Artes Vi 5 
He REAR er ge heet aen (6) 
Ke 21 
e NEE JA (7) 
Daar #,4y:2, op Os ligt moet voldaan zijn aan de vergel. 
aa? by? Heet + 2ye, HAy, He, Hd=0... ® 


Elimineert men #42, tusschen (5), (6), (7) en (8) dan 
resulteert de vergelijking der meetk. plaats. 
Door de vergelijkingen (5), (6), (7) te kwadrateeren, 
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respectievelijk te vermenigvuldigen met a,b en c, op te 
tellen, en dan de betrekking (5) in te voeren komt er: 
d 


Dat Fy Fee? 3 

zoo vindt men eveneens 
Ĳ1 Tart + ar hj er et Oee 5 
® 


Tm Dr Fe el 
Substitueert men deze waarden voor #,‚y,2, in de vergel. 
(8), dan komt er: 


ax: J- by? J-c2° 
(aat Hb Heep FU arriere + ) 
+ eg de0 

Voor deze vergel. laat zich schrijven: 

Os =d(ax® + by* + ez? dga HD fy het 1=0, 

1) Deelt men door d, dan zijn de termen van den Zen 
graad gelijk aan die der vergel. (1) en (2), waaruit volgt 
dat O; geliĳjkstandig en gelijkvormig is met O, en O,. 

De vergelijking van O, kan men schrijven in den vorm 
O, +A0,=0 waarin A=d—1; derhalve is O, een opper- 
vlak uit den bundel door O, en O, bepaald. 

2) Gaat O, door het middelpunt van O,, dan wordt 
d=0, en O0; gaat over in een plat vlak met de vergelij- 
king: 2ge-2fy-2hed-1=0. Dit vlak is het vlak van 
doorsnee van O, en O,, waarvan men zich kan overtuigen 
door (1) af te Eden van (2). 

Gevolgen. 1. Daar twee bollen steeds gelijkvormig en 
gelijkstandig zijn, zal de conditie gelijkvormig en gelijk- 
standig hier komen te vervallen. Bedenkt men verder, 
dat het middelpunt der doorsnee van het poolvlak van P 
t. a. van bol T met bol [ niets anders is dan het inversie- 
punt van Pt. a. van bol I, dan kan men nu gemakkelijk 
de inversiestellingen bij bollen onder de zooeven behan- 
delde herkennen. 

IT. Stelt men overal z=0, dan komen soortgelijke 
stellingen voor den dag betrekking hebbende op het platte 
vlak. 


Ü 


In het platte vlak gaan de formules (5), (6) en (7) over in 


DS sk Ws 91 
C° + byi* ani® + by: ? 


Sal BE dan heeft men te doen met een cirkel: 


de formules zijn dan 

RE Eee 
mint Did yi? Ei 
dit zijn de bekende formules der inversie t. o. van de cir- 
kel vansinversie t° Jy =r?. 

De twee bekende stellingen der inversie, luiden: 

1) De inverse van een cirkel C is in het algemeen weer 
een cirkel. 

2) Gaat C door het centrum van inversie, dan is de 
inversie van C een rechte lijn. 

Deze twee stellingen, alsmede de overeenkomstige in de 
ruimte voor den bol, blijken dus bijzondere gevallen te 
zijn van de behandelde eigenschappen der gelijkvormige 
en gelijkstandige tweedegraadsoppervlakken, en der ge- 
lijkvormige en gelijkstandige kegelsneden. 

De behandelde eigenschappen zou men — met behulp 
der uitbreiding van het begrip „inversie” ook aldus kunnen 
weergeven. 

IL. Een kwadratisch oppervlak Os, gelijkvormig en ge- 
lijkstandig met het kwadratisch oppervlak O, van inver- 
sie, heeft tot inverse een oppervlak Os, gelijkvormig en 
gelijkstandig met O, en Os. 

II. Gaat O, door het centrum van inversie, dan is de 
inverse van O, een vlak: dit vlak is het vlak van door- 
sneê van O, en Os. 

UI. Deore is de inverse van een vlak ( a. van 
een kwadratisch oppervlak O,) een ander kwadratisch 
oppervlak O,, gelijkvormig en gelijkstandig met O,. Hier- 
van overtuigt men zich door in de vergelijking van het 
platte vlak «, y en z te vervangen door hun inverse 
waarden, zoo even gevonden. 

IV. Bekend is de stelling: „De inverse van een aantal 
lijnen, die door een punt gaan, is een cirkelbundel”. 
Hieraan beantwoordt in ons geval de eigenschap: De 
inverse van een vlakken bundel, is een bundel kwadra- 


D= 
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tische oppervlakken, die“ onderling gelijkvormig en ge- 
lijkstandig zijn. 

Immers vervangt men in den vlakken bundel 
Ax + By + Cz d- D+alA, «+ B, MERE 

Li Yi 
aa? J-by;? +-e2,°* ; 
er na vereenvoudiging en na AEN der accenten 
F =D (ax? + by? +022) + Ar + By + cz A |D, (an? by? 
+22) HA: zt B, yd C, z}=0. 

Alle oppervlakken, hierin vervat, zijn gelijkvormig en 
gelijkstandig, en gaan door het middelpunt van inversie. 

V. De bundel F wordt bepaald door de twee oppervlakken 

ZD (ar? +...) HA rtB ytC2=0. . « (Open 
Os=Z=D, (arten) Ar Bryt, 20 GERLN 

Een der vergelijkingen (9) en (10) is te vervangen door 
V‚=D, (Ar + By tC2)—D(A,r+B,ytC,2)=0 (II); 
deze ontstaat door de vergelijking (10) van (9) af te trek- 
ken, nadat respectievelijk vermenigvuldigd is met D en 
D,. Derhalve kan de bundel F ook verschijnen onder 
den vorm O,+AV,=0. Deze vergelijking is van de 
gedaante F (@yz)JA(aar tyd yz2z)=0 (12). Differen- 
tieert men naar «, naar y en naar z en elimineert A, dan 
resulteert de m. pl. der middelpunten van den beschouw- 
den bundel. Deze m. pl. zal blijken te zijn een rechte, 
even als dit het geval is bij een cirkelbundel, zoodat ook 
hier de overeenkomst volkomen is. 

Immers uit de vergel. (12) wordt afgeleid: 


dan komt 


y door ‚ 2 door 


Aen JAa= 
òf 
onelad fen 
òF 
Se JAy= 
waaruit : 
oF òF òF 
EE een NE 
x Rhee 
En dit ís de vergelijking van een rechte lijn; want de 
f OR emd Ko 7 
uitdrukkingen =, zijn eerste graadsvormen. 


Oa mrd 
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Zoo zou men kunnen voortgaan. Het is immers duide- 
lijk, dat bij onderzoek de vele stellingen — die de theorie 
der inversie telt — overeenkomstige algemeene eigenschappen 
zal suggereeren bij de beschouwde oppervlakken. De 
bedoeling van dit artikel is dan ook geen andere, dan 
eenige der voornaamste te hebben aangewezen. 


Bewijs van de stelling: „Als een vlak loodrecht op een 
lijn staat maken de doorgangen van het vlak rechte 
hoeken met de gelijknamige projecties der lijn, 


Een vlak in p loodrecht op ab bevat alle lijnen die in p 
| ab staan. Hierbij bevinden zich: één lijn // horiz. vlak 
en één // vertic. vlak; door deze twee is het vlak bepaald. 
De Z van ab met de 1e lijn projecteert zich op het horiz. 
vlak als een rechte /, evenzoo de / van ab met de 2e 
lijn op het vertic. vlak; want een rechte / projecteert 
zich op een vlak dat met een zijner beenen // is, als een 
rechte Z. De projecties dezer 2 lijnen kan men dus direct 
teekenen en ook de doorgangen van het vlak die // zijn, 
de horizontale met de horiz. proj. der le lijn, de verticale 
met de vertic. proj. der 2e lijn. Hiermede is de stelling 
bewezen. 

Amsterdam. | L. BOUMAN JZ. 
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De dchroefwigpers 


door D. J. KRUIJTBOSCH, (Dordrecht). 


Bij mijn onderwijs in de mechanica aan de H. B. S. ge- 
voel ik bij ’t hoofdstuk werktuigen steeds behoefte aan 
practische toepassingen. Bijzonder goed leent zich hiertoe 
dit werktuig, waarbij de invloed der wrijving zich op drie 
verschillende manieren openbaart, terwijl het voor de wig 
een betere toepassing is dan jaar in, jaar uit te vertellen 
van de wig, die dienst doet om twee blokken langs hel- 
lende vlakken omhoog te bewegen. In Hollandsche leer- 
boeken trof ik deze toepassing niet aan, ik ontleende ze 
_aan het „Lehrbuch der Technischen Mechanik* door Dr. 
Á. Ritter, be druk, Leipzig, 1884, bladz. 392. Eenigszins 
gewijzigd en geheel uitgewerkt geef ik de afleiding tus- 
schen kracht en last bij dit werktuig. 

Figuur 1 maakt 
een uitvoerige be- 
schrijving overbo- 
dig. Aan ’t uiteinde 
van den krukarm 
(lengte U), bevestigd 
aan een schroef met 
rechtschen en link- 
schen draad (ge- 
middelde straal #) 

Fi werkt de kracht P 

iel ; é 

die twee drukkingen 

D, werkende langs de hartlijn van de schroef moet over- 

winnen, welke drukkingen D op hun beurt oorzaak zijn, 

dat de weerstand Q, die het samen te persen lichaam op- 

levert, overwonnen wordt. Stelt men de halve tophoek 

van de wig a° de hellingshoek van de schroef #° en de 

wrijvingshoeken tusschen blokken (moeren) en wig @,, 

tusschen blokken (moeren) en schroef fr, en tusschen blok- 
ken en onderplaat ps. 

De te overwinnen weerstand Q is de z.g. weerstand 
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biedende kracht bij de wig. Noemen we de totale weer- 
stand optredend bij elk der Ne T, dan 
geldt de bekende betrekking 
Q=2Tsin(a—ep;) rk 
Moet bij een schroef de kracht P, werkende aan een 
hefboomsarm £ een drukking D overwinnen, dan geldt de 
betrekking : 


P= ige, ) 
In dit ziel wordt dit 
| 2D 
P= ee toine ETI 


omdat twee drukkingen, ieder groot D, overwonnen moeten 
worden. 

Stelt men de totale weerstand T’=T doorde wig tegen 
een der blokken uitgeoefend samen met D, dan moet de 
resultante R dezer krachten met de real op het hori- 
zontale vlak den wrijvingshoek p, vormen. Uit figuur 2 


Kiens, 
blijkt dat Z AT’R=/TBC=2x—p,. Toepassing van den 
‘ sinusregel op A ADR geeft: 
D:sin (90° +a—p, —p3) == Tt: sin (90 — p;) 

of COSO B ga GELE 

Tusschen I, Il en [II moeten T en D worden ‘geölimi- 
neerd, men vindt dan na vermenigvuldiging der vergel.: 
2 QDrT te (5 + pa) Cos (& —pj—ps) =2 TPD cos g, sin (zp) 
of: Pp @r te (Aes) cos (ap) COS Pp; + sin(a p‚) sings] 

fi / COS Pz sin (a—p,) 


12. 


of: Pe Wig (dpa) loot (a — pi) + t8 4] 
Ritter stelt nu: £=04 M, 70.025 Mi te O5 
Pi =P = Ps 49. 30 en Q 10.000 KG er vind ER 
Ees 250360: 

Ook is het loonend het nuttig effekt te berekenen. 

Bij een omwenteling van den krukarm verricht P een 
arbeid P X2r/. Ieder der blokken verschuift over een 
afstand gelijk aan de spoed h. De wig gaat dus over een 
afstand Aeota« omhoog (figuur 2). De negatieve arbeid 
door Q, verricht bedraagt Q, X heot «. 


5 B . QXheota __ Qrtgi 
Het nuttig effekt bedraagt dus: PX2rl — Pltga 


De gegeven en gevonden waarden gesubstitueerd geeft: 
nuttig effekt — 0.163. 

De wrijving is dus oorzaak, dat 83.1 °/, van de aan den 
krukarm verrichtte arbeid verloren gaat. 

Wil men de kracht uitrekenen, die het dalen van de 
wig moet beletten, dan zal men op overeenkomstige wijze 


vinden : 
et 
tg (d — po) [cot (a + p,) — tg p3 | 
De voorwaar AE onder welke deze kracht nul of nega- 
tief zal zijn, zijn hier gemakkelijk uit af te leiden 
Ker Pa > d 
2e, ad-p, dps 5 90°. 
Uit de gegeven getallen blijkt, dat in dit geval aan 
beide voorwaarden wordt voldaan en dus P’ positief is; 
men vindt: 


P’=— 0,46 K.G. 


NASCHRIET. 
Graphische Berekening. 


Om den last AB =Q (fig. 3) in evenwicht te houden zijn 
zonder wrijving drukkingen BD en DA noodig, loodrecht 
op de flanken van den wig. Is er wrijving, dan wijken 
die drukkingen een hoek wp; af van BD en DA, en zijn 
dus BE en EA. Dan stelt EC den druk D voor, welke 
horizontaal door elk der blokken moet worden geleverd. 

De schroef moet een grooteren druk D’ leveren, want 
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ook de wrijving onder aan het blok moet worden overwonnen. 
A 


B 

Fig. 3. 
wrijv. en hellingshoeken duidelijk blijkt. 

De formule voor P leest men onmid- 
dellijk hieruit af. 

Om zuiver te teekenen is het wen- 
schelijk niet de hoeken uit te zetten, 
maar de stukken CD, CE, CE’, E/H, E’G 
te bepalen met behulp van een reken- 


liniaal. 


Neemt men BC(=4Q)=10eM, dan 


Maakt men ZCBE’ =p; dan is CE/ 
de wrijving bij elk der blokken, 
zoodat de schroet op elk blok een 
druk EE’ moet uitoefenen. 

Stelt (fig. 4) # den hellingshoek 
van de schroef voor en p; den wrij- 
vingshoek, dan moet de kracht GE 
aan den omtrek der schroef zoo- 
danig zijn, dat ze met den tegen- 
druk D een resultante geeft lood- 
recht op HI, 

De kracht EG aan den omtrek 
van de schroef moet nog worden 
herleid tot den krukarm. Dit is niet 
in een figuur uitgevoerd, daar het 
slechts een verkleining behoeft te 
zijn in een bepaalde verhouding, die 


Len 0.4 
in dit geval 0025 16 bedraagt. 


Fig. 4, 


Daar voor elk der schroeven een kracht EG 


noodig is, moet P={ EG zijn. 

Door de figuren in elkan- 
der te schuiven en slechts 
de helft der parallelogram- 
men te gebruiken, verkrijgt 
men de eenvoudige teeke- 
ning, fig. 5, waaruit de in- 
vloed van de verschillende 


zijn die lijnen 10 X tg 85°, enz. 
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Onderzoek der kromme LSL + + tee 


DOOR 


J. W. N. LE HEUX, 1e Luit. Inf, Breda. 


Eene poging, om de cartesische coördinaten (rechth. 
stelsel) van een punt van eenige der merkwaardigste 
vlakke krommen van den Sden graad uit te drukken als 
rationale goniometrische functies van eenzelfden verander- 
lijken parameter, leidt tot de volgende resultaten. 


Naam der Vergel. in cartesische v Li é 
kromme. coördinaten. CISe ID Peren 
Cissoïde *) Ly? (ae —2a) dx? =0 L=— d COS 2 Ja 


y=—asin?pJ2atge. 
Begeleidende | 4? (#—2a) + x° — 4ax? =0 | =a cos 2p + 3a 
kromme der y=asin?p + 2a tg p. 
cissoïde | 
Strophoïde (ard y°)—ala?—y?)=0 |Y =acos2p | 
y=asin?2p—atge. 


Folium van 3 dys =av2ay n= jACOS oja 
Descartes | Na 45° draaiing: y=tav3sin?2p—talvStge, 
a (a-—y?)— a (a°43y*) =0 
Trisectrix van | (@?4 y?) — ay? —3x?) =0 | 2 —=—2a cos 2p — a 
Maclaurin y==-—2a sin 2p + atgp. 
Trisectrix van | a (@? + 4?) —(atb)a? + |a=—acos2pJb 
Cramer (abby? =0y=asin?2p—atg og. 
Trisectrix van | a(x?—8y?) + al? +y?) =0 |” =— jk COS2p—ta \ 
Longchamps EEE EN 
9 — zz npt 33 18 Pa 
see, Bla? —3y?) + ala? dy?) = 0 LS — 5 COS2p—a 
<romme der EEE ai 4 
laatste trisec- VT Venn Spa 3 Sp. 
trix 
Visiera (a—2a) (a° dy?) — Zar? =0 [| —=a cos 2 + 3a 


y=asin?2pJ2atgo. 


*) De vergelijkingen in eartesische coördinaten zijn ontleend aan 
Gino Loria, Ebene Kurven. 
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| 


Naam der Vergel. in cartesische Vergel. in parametervorm. 
kromme. coördinaten. 
Versiera cy? =a? (Za — x) == A COS 2 + a 
y=atge. 
Pseudo- xy =a? (Aa — a) x= a cos 2 + 2a 
Versiera y=atgo. 
Conchoïde a (a—a) (2 d-y?) — br? =0 b? b2 + 24? 
van de Sluse Wim COLP ET 
ete 5 
| y= gint ate. 
Hyper- en habe msntarusle _ kb? a’) 
Hy po-cissoïde Etn hr COP 
van Neuberg k(b2+ a?) 
__ _4ab? 
2h2TEn? 2 
y= en sin 2 Astee. 
1 1 2 AN Ens Ee 
Ophiuride vla? + y°)—ylar — by) =0 re 5 anak d oo ; 
== — cos? + 3 sin 2 — 
—btge tg. 
Scheeve (2 dy?) (a COS a — L == —a COS (2p — 3x) + 
Cissoïde — y sin «) — ay? =0 + 2a sina cos? atgo— 


— a cosa (1 — 2 COS? «) 
y=—asin (2p — 3x) + 

+ 2a cosa cos a tg p — 

— asina (l +2eos? «). 


Uit het bovenstaande blijkt, dat de genoemde krommen 
te beschouwen zijn als bijzondere gevallen van een vlakke 
kromme, welke in den meest algemeenen vorm voorge- 
steld kan worden door 

=p COS 2p 

y=qsin?(ota)trtg(p—f), 
waarin p, q, r, « en @ bepaalde waarden hebben (p‚ q en r 
kunnen complex zijn, zie de triseetrix van Longchamps, 
waarbij i=l/—1) en p veranderlijk is. Als bijzondere 
gevallen worden hier ook aangemerkt die krommen, welke 
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door translatie, rotatie of verandering van coördinaatassen 
tot de gegeven gedaante herleid kunnen worden. 

De vergelijking der algemeene kromme in cartesische 
coördinaten is: 


pra Ee cos(2x— 2)—py sin BH-pr COS BH pq COS 2a cos El , 
pr L —gasin (2e — 2) + py cos B — pq cos 2x sin B 
terwijl men voor het veel voorkomende geval, dat 
a=—= ff —=0, heeft: 
DEE EE 
Pr | Py 
en a =p COS 2o 

Constructie. En kromme Oee 
algemeen een ellips voor. Als slingerfiguur van Lissajous 
opgevat, beteekent 2a het phaseverschil. Uit de voorstel- 
lingswijze volgt eene eenvoudige constructie met behulp 
van twee concentrische cirkels (stralen p en q). Verlengt 
men nu de ordinaten van de punten dezer ellips, die men 
verkrijgt, door aan © verschillende waarden te geven, met 
de overeenkomstige waarden r tg (p—), 
welke gemakkelijk in de figuur zijn aan 
te wijzen, dan kan de gevraagde kromme 
getrokken worden door de eindpunten 
der laatst uitgezette afstanden vloeiend 
te verbinden en wel des te nauwkeu- 
riger, naarmate het aantal geconstru- 
eerde punten der ellips grooter is. Als 
voorbeeld is geconstrueerd de ophiuride 
a (a? y°)—2y (eos 10° sin 10°) = 0 
of 


| stelt in het 


a =COs 2 (p + 500) 
y=sin?2(p +500) +0.2tg p 
als de translatie buiten rekening wordt 
gelaten. Door het deelpunt diametraal 
tegenover het beginpunt gaat de asymptoot — de in dat 
punt uit te zetten afstand is==tg90°. Ter afronding is 
voor sin 10° 0,1 genomen. 
Quadratuur. De quadratuur van de algemeene kromme 
kan verricht worden zonder gebruik te maken van ellip- 
tische integralen, Voor de onbepaalde integraal 


Hed 


er Í yde vindt men 


O=ipgsin2(2w-a«) 4 prsin? (ep +2) —2pr sin2Bleosp 

— pe (q COS Za 2 eos 22) [Ll is de Napersche logarithme] 

Voor «== =0 wordt dit 

== + pq sin Ap + pr sin 2o — pp (q + 27). 
Zoo is voor het folium van Descartes q=—?2r, p=?a, 
qg=tavs. 0O=da? vs (sin 4 — 2 sin 2). 

Wil men het totale oppervlak der gevormde lus bereke- 
nen, dan zijn de grenzen voor wp, 0 en 60°, waarna men de 
uitkomst moet verdubbelen. Dit geeft O=ta? als het 
folium gegeven is door «? + y° =al? ay. 


Rectificatie. De rectificatie leidt tot elliptische integralen, 
zoolang p en q verschillend zijn. Zij is uitvoerbaar voor 
t geval p=gqg=—tr, «=0, B=0 (cissotde). 


Opmerking. Het vorenstaande is eigenlijk niet anders 
dan de toepassing van een bekende eigenschap, die bij 
het herleiden van onbepaalde integralen toepassing vindt, 
nl. dat elke rationale functie der elementaire transcendente 
functies sin, cos p, tqp rationaal kan worden uitgedrukt 
in functie van tgv. Immers als tg 4p==A heeft men 

2 1 —A? 2 À 
senen Ee 

Bij quadratuur en rectificatie wordt de moeilijkheid 
slechts verplaatst: waar men vroeger onmiddellijk uit de 
verg. in cart. coörd. of in niet goniometrische parameter- 


sin p —= 


vorm de formule 0 = | yde invulde en deze integraal 


daarna trachtte te herleiden, is hier de herleiding van te 
voren geschied, waardoor de integratie onmiddellijk is te 
verrichten. Deze van te voren verrichte herleiding brengt 
echter voordeelen mee: zij toont aan, dat vele op ’t oog 
zeer verschillende krommen onder één groep gebracht 
kunnen worden, doordat ze aan wijst, in hoeverre de eigenlijke 
vorm der kromme onveranderd bleef en de gedaante der 
vergelijking een gevolg is van translatie, rotatie, of ver- 
andering van coördinaatassen. Zooals is aangetoond levert 
ze eene eenvoudige constructie door punten, terwijl ze 
tevens toelaat een dikwijls eenvoudig verbandop te stellen 
Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. 2 
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tusschen tg od Onno ee ‚ waardoor de meer 
nauwkeurige constructie door raaklijnen mogelijk wordt. 
Beschouwen wij bijv. de kromme 
|[&=pCos2odp | 
\y=gsin?odrtgo | 


roe Den 
Hiervoor is tg 4 == LT tep J- Ip tg p en 
dy r + 2q es 7 
ov 41 mmm - Te ——— 3 
LE de —4psinpeosp 5 4p te Ap Lond 
Voor r==—?2g heeft men de betrekking 


tge2tgel 8 ftgp=0. 


Voor de cissoïde bestaat dus het verband 
tge-2tgólt —3tgp=0. 
Door eliminatie van p uit de bovengenoemde formules 
voor tgó en tgé! vindt men 6! als functie van 6. 
Ten slotte leidt onze voorstellingswijze tot een gemakke- 
lijk onderzoek van eenige ruimtekrommen. 
De cubische ellips. Het ligt eenigszins voor de hand, de 
—= np COS 2 | 
vlakke kromme Bik ee te be- 
[y=gqsin2 (ete) dr tg (pf) | 
schouwen als de schaduw der ruimtekromme 


L=pCos2o 
y=qsin2(pte) 
zer! tg (p— B) 


waarbij de onderling evenwijdige lichtstralen // ’t vlak 
YOZ loopen en een zekere hoek met de Z-as maken, welke 
door de verhouding van » en rt en het. voorteeken wordt 
bepaald. Op nagenoeg gelijke wijze als boven is omschre- 
ven, kan men ook deze ruimtekromme construeeren. Zij 
is een ecubische ellips, gelegen op een elliptischen cylin- 
der. Inplaats van haar te demonstreeren aan een draad- 
model, kan men, dank zij de genoemde voorstellingswijze, 
er een stereoscoopplaatje van vervaardigen. Hiertoe 
moeten twee ellipsen met een | &=pecos2p | 
klein phaseverschilgeconstrueerd |y=gqsin2(pda) | 
worden, waarna men bij elk op gelijke wijze de ordinaten 
met r tg (p— ff) verlengt. Voor een juist inzicht in de be- 


D55, 


teekenis van buigpunten, keerpunten en dubbelpunten 
zijn deze stereoscoopplaten van belang. 

De Horopter. Als voorbeeld van de hier behandelde 
herleiding moge nog besproken worden de Horopter, d. i. 
een cubische of scheele ellips, M. P. der punten in de 
ruimte die bij een bepaalde stand der oogen enkel worden 
gezien. (Dr. Walther Ludwig. Die Horopterkurve, Halle 
1902.) De kromme wordt voortgebracht door drie projec- 
tieve vlakkenbundels 
nl. [we eos #, + (y —b) sin b‚] Ht [a cos Vo J (y + b) sin VJ] =0 
[sin 4, + (y —b) cos V‚] + t[— zr sin Vo + (y HD) COS U, ]=0 

[2 — cl Ht[z + el =0. 

Waaruit volgt de parametervorm 

20 sin at 
Ben SER 
per D(L —t®) 
Mn +2 cosal 

1 —t 
rk, 

Om de noemers te verdrijven, stelt men eerst ft ={/— 
cosa en krijgt 


dj 


EA ZE 


2b sin a (#/ — COS «) 


tE Ein an 
_ blt? H2E Cosa + sin° «) 
did 2 A sin? a Rn 
AE Fte COS « 
ee 1E —cosa 


Daarna stelt men t/=t”/ sina en vervolgens t/=tg 9 
waardoor 6 veranderlijke parameter is geworden. 

Daar de noemer t”? +1 als cos? 4 in den teller kan ge- 
bracht worden verdwijnen de noemers van & en y. Men 
vindt 

L—=—2beos? (tg 4 — Cote a) 

y=beos? d(l—tg? 6 2tgdeotg a) 
tg 4sina —COSa—l1 
tg 4 sina — COS a +1 

Zet men nu nog 2« inplaats van « dan volgt na eenige 
herleiding 

e=—=—bsin24beotg2acos?2sbeote 2e 
y= beos24JbeotgZaesin2e 


zj EE 


20 
tg ósina — COS « 
tg 4 cosa sina 


E b 
of eindelijk ATO [eos 2 (9 + a) + cos 2 «] 


In sin 2(6 Ja) 
z=c cotg a cotg (6 + «) 
welke onder den algemeenen vorm 


Le DGR ZD 
y=qsin2o 
| z=rtgo 


2=—CCOotga 


geschreven kan worden. De translatieterm en het nega- 
tieve voorteeken bij «& en de cotg bij z hebben alleen be- 
trekking op den stand der kromme in de ruimte ; naar haar 
vorm is ze een cubische ellips, gelegen op een omwente- 
lingscylinder. Uit de goniometrische betrekkingen tusschen 
cos 2p sin 2p en tgp volgt onmiddellijk (qQ=p) dat de 
kubische kromme ontstaan is uit de doorsnijding der beide 
kwadratische oppervlakken @° + y? =p’, een cylinder en 
yz=r(p—a) een hyperbolische paraboloïde, onder af- 
splitsing der gemeenschappelijke beschrijvende lijn «=p 
y=0, 


et deciale sels in Chia 


Ook China wil Engeland voorkomen en heeft een nieuw 
muntstelsel ingevoerd. Er is veel tegenstand bij hen, die 
uit de heerschende verwarring een middel trachten te 
vinden om zich te bevoordeelen. 

Als eenheid is aangenomen de yuan, wat aan den 
Japanschen yen denken doet, inderdaad stemt dan ook 
deze eenheid met den Mexicaanschen dollar overeen, men 
heeft 1 yuan — 100 cent = 1000 cash. De vorige eenheid 
was de kuping-tael, die aan 1482 cash gelijk was. 

DR. QUINT. 
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dur la géométrie non euclidienne (Métanéomérie) 


PAR 


Dr. J ROSE (Charleroi, Belgique). 


S 2. Les trois géométries. 


De ce qui préeêde il résulte qu'il existe trois systèmes 
de géométrie: riemannien, euclidien, lobatschewskien , 
êgalement admissibles au point de vue logique. Pour en 
donner un exposé élémentaire, il suffit d'ouvrir les Eléments 
d’Euclide et de se rappeler ses définitions et ses postulats. 
La ligne droite est celle qui repose également sur tous 
ses points. (Déf, 4). Les géomêtres entendent par là que 
dans les trois géométries, la droite est une ligne indéfinie, 
homogène, entièrement déterminée par deux quelconques 
de ses points suffisamment rapprochés. 

Le plan est la surface qui repose également sur toutes 
les droites qu'elle contient. (Déf. 7). Nous entendons par 
lä que le plan est une surface telle qu'en y prenant deux 
points & volonté, la droite qui les unit est toute entière 
sur cette surface. Rien ne prouve à priori l'existence 
d'une telle surface. 


Postulats. 1. Quil soit demandé de mener de tout point 
une ligne droite. 


2. Quil soit demandé de prolonger en ligne droite et 
en continuité une droite limitée. 


3. Qu’il soit demandé de déerire un cercle de tout centre 
et de tout rayon. 


{4 Qu’il soit demandé que tous les angles droits soient 
égaux entre eux. 


5. Qu/il soit demandé que si une droite rencontrant 
deux droites situées dans un même plan fait d'un même 
coté des angles intérieurs dont la somme soit moindre que 
deux droits, les deux droites prolongées indéfiniment se 
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renecontrent du côté où la somme est inférieure à deux 
droits (postulat des trois droites). 


6. Qu’'il soit demandé que deux droites ne contiennent 
pas d'espace (postulat des deux droites). 

En géométrie euclidienne on admet les postulats 5 et 6; 
en géométrie lobatschewskienne on n'admet que le 6e et 
on rejette le be; en géométrie riemannienne on rejette le 
6e et on admet le 5e. (Comparer avec la théorie des 


coniques dans laquelle k <1, k représentant le rapport des. 


distances d'un point de la courbe au foyer et à la directrice). 

La droite euclidienne est celle qui jouit des propriétés 
exprimées par les postulats 5 en 6; la droite lobatschew- 
skienne ne jouit que de la seconde et la droite rieman- 
nienne de la premiêre. Les trois sortes de géométrie 
n’étudient que les propriétés des droites de même nom. 
Les 26 premières propositions d'Euclide ne dépendant pas 
des postulats 5 et 6 appartiennent aux trois géométries 
et font partie dela géométrie générale. Elles comprennent : 
la théorie des angles adjacents et opposés, la construction 
du triangle équilatéral, les propriétés du triangle isoscèle, 
la détermination de la perpendiculaire à une droite par 
un point, les relations d'inégalité entre angles et côtés 
d'un même triangle et la démonstration de la propriété 
de la droite d'être le plus court chemin entre deux de 
ses points. 

Hypothèse lobatschewskienne. Quand on veut pénétrer plus 
loin dans le domaine de la géométrie il faut nécessairement 
faire une des trois hy pothèses indiquées précédemment. Si on 
rejette avec Lobatschewsky le postulat des trois droites (5) 
et qu'on adopte celui de deux droites, on arrive à des 
résultats intéressants. A ce sujet, voici quelques explica- 
tions empruntées à l'oeuvre du géomètre russe. 


1°. Toutes les droites tracées par un même point A dans 
un plan peuvent se distribuer, par rapport à une droite 
donnée dans ce plan BC, en deux classes, savoir : en droites 
qui coupent la droite donnée et en droites qui ne la coupent 
pas. La droite qui forme la limite commune de ces deux 
classes est dite parallêle (asymptote) à la droite donnée. 


| 
f 
4 
- 
} 
À 
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Soient AD (fig. 1) perpendiculaire sur BC et AE perpen- 
diculaire sur AD en A. Dans langle droit EAD il arrivera 
ou que toutes les droites partant du point A rencontreront 
DC, comme par exemple AF; ou bien que quelques unes 
d'entre elles comme AE ne rencontrent pas DC. Dans 
Yincertitude si la perpendiculaire AE est la seule droite 
gui ne rencontre pas DC, nous admettrons la possibilité 
qu'il existe encore d'autres lignes, telles que AG, qui ne 
coupent pas DC, quelque loin qu’on les proionge. En passant 
des lignes AF, qui eoupent CD, aux lignes AG qui ne la 
coupent pas, on trouvera nécessairement une ligne AH 

parallèle & 


H K DO, c'est-à- 
Á | dire une 

Ess liene dn 
G côté de 


laquelle les 

H lignes AG ne 

rencontrent 

aucune la 

B D F C ligne CD, 

fig. 1. f tandis que, 

de l'autre côté, toutes les lignes AF rencontrent CD. L’angle 

HAD, compris entre la parallèle HA et la perpendiculaire 

AD, sera dit langle de parallèlisme et sera désigné par 
II (p), pétant égal à AD. 


Deux cas peuvent se présenter: 1° II (p) vaut un droit; 
alors il n’ya que E/AE qui est parallêle à CD: 


2e. pes, alors de l'autre côtè de AD, il y aura 


une autre droite AK, faisant avec AD le même angle 
DAK =11 (p), laquelle sera parallèle au prolongement DB 
de la liene DC; de sorte que, dans cette hypothèse, il faut 
distinguer encore le sens du parallèlisme. Toutes les 
droites situées à l'intérieur de langle HAK =?2II(p) sont 
sécantes et celles comprises dans l'un des angles EAH —= 


MT Ld ld ld . 
WAK — > — II (p) sont non sécantes. En résumé, si 


EN TEE. 
(p)=5>, il n'y a que sécantes et parallèles; si, au con- 
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traire II (#)&< 5 il y a deux parallêles et en plus des 
sécantes et des non sécantes. 


De là, Lobatschewsky démontre plusieurs théorêmes 
parmi lesquels : 


29, Une parallèle conserve son caractère de parallélisme 
en tous ses points. 


83°, Deux droites sont toujours réciproguement parallèles. 


40, Deux hypothêses sont possibles relativement à la 
somme des angles d'un triangle: ou elle est égale à zr 
dans tous les triangles rectilignes ou bien elle est dans 
tous moindres que 7. Dans le premier cas il faut que Il (p) = 


on quelle que soit la distance p (hypothèse euclidienne) 


et dans le second, il faut que II (p) < Er Comme le fait 


remarquer le professeur de Kazan, la seconde hypothèse 
peut être également admise, sans conduire à aucune espèce 
de contradiction dans les résultats et elle est la base de 
ce qu’il a appelé géométrie imaginaire. 

5e, Etant donné un angle queleonque «,‚,on peut toujours 
trouver une distance p telle que l'on ait Il (p)=a; quand 

Be N X us / 

p diminue, « croît et tend vers 9 guand p tend vers zero. 
Au contraire quand p eroît, « diminue et il tend vers O 
guand p tend vers loo, 


69. Si Yon prolonge de plus en plus deux lignes parallèles 
dans le sens de leur parallélisme, elles s'approcheront de 
plus en plus lune de l'autre; c'est à dire que les parallèles 
lobatschewskiennes sont aussi des asymptotes. 


10, Deux droites parallêles à une troisième sont parallèles 
entre elles. 

Hypothèse riemanntenne. On admet que le 5e postulat est 
vrai, mais on rejette le 6e. Il faut done supposer qu’il 
y a au moins un couple de droites AB, CD renfermant un 
espace et se coupant en deux points O et 0’. On démontre 
alors que toute droite passant par O passe aussi par O/. 

Il en résulte que si deux droites quelconques du plan 
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se coupent en un autre point R,‚ elles auront un second 
Rems COmmUn ketel Ier RRS OOLS Dr etchatune. de 
ces droites est une ligne fermée. La distance RR’ est 
invariable, toujours égale à OO’ et est appelée 2A. Par 
suite la droite riemannienne est finie et sa longueur totale 
est 4 A; les points R et R’sont dits opposés. De plus deux 
droites queleonques se coupent en deux points et la somme 
des angles d'un triangle riemannien est supérieure à deux 
droits. Comme on le voit, le plan riemannien est une 
surface fermée, partagée en deux régions par chacune de 
ses droites. 

En résume, comme là montré ingénieusement de Tilly 
par un schéma, à la porte de la géométrie trois routes 
d'égale importance et sans fusion possible s’offrent à nous ; 
nous pouvons les parcourir indistinctement et aussi loin 
gue nous voudrons sans autre obstacle que celui qui résulte 
de la plus ou moins grande difficulté analytique. Si lon 
choisit de préférence la voie euclidienne c’est parce qu’elle 
est plus accessible que les deux autres et comme le dit 
très bien M. Poincaré: „il n'y a pas de géomeétries plus 
ou moins vraies; il y a seulement des géométries plus ou 
moins commodes.” 

Ainsi qu'on Ya déjà fait remarquer plus haut les pro- 
portions de la géométrie pourront désormais se diviser en 
deux groupes. Le premier groupe comprendra celles qui 
sont vraies dans les trois systèmes de géométrie et le 
second celles dont Yénoncé doit subir une modification en 
passant d'un système à l'autre. Avec un peu d’habileté 
et d'exercice on parvient rapidement à discerner ces deux 
genres de propositions; ainsi beaucoup de propriétés des 
parallèles euclidiennes proviennent non de leur définition 
mais de l'existence d'une perpendiculaire commune de 
position particuliêre. Les propriétés correspondantes font 
alors partie de la géométrie générale. 

Pour ne citer qu'un exemple, on sait qu'en géomeétrie 
euclidienne la droite qui joint les milieux de deux côtés 
d'un triangle est parallêle au troisième côté. Ce théorème 
devient en géométrie générale: „Dans un triangle la droite 
qui Point les milieux de deux côtés est perpendiculaire 
sur la médiatrice du troisième côté. 
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De même en vertu de la réciproque: si dans un triangle 
deux hauteurs se coupent, la troisième passe par leur 
point de rencontre. 

De même en G, E et R*), les médiatrices d’un triangle 
doivent se couper en un même point. Au contraire dans 
la géométrie L, si deux d'entre elles se coupent, la troisième 
passe par leur point de concours; sinon deux d’entre elles 
sont parallêles et la troisième leur est aussi parallèle; 
ou bien deux d'entre elles sont non-sécantes, et ont une 
perpendiculaire commune à laquelle la troisième est aussi 
perpendiculaire. 

On pourrait ainsi multiplier les exemples empruntés au 
livre 1 des traités classiques. Quant au livre [Il une bonne 
partie appartient à la géométrie non euclidienne. Il en 
est ainsi de tout ce qui est relatif aux positions mutuelles 
d'une droite et d'une circonference, de deux circonferences; 
aux arcs, cordes et tangentes et à lar mesure des angles 
au centre; il n'en est pas de même pour les angles inscrits 
dont la théorie repose sur le postulat 5. D'autre part dans 
le plan riemannien la plupart des constructions restent 
possibles; il n'en est pas de même dans le plan lobatschew- 
skien. Ainsi si lon donne trois points, on a vu plus haut 
que trois hypothèses peuvent se produire relativement 
aux meédiatrices du triangle formé par ces trois points. 
Si elles sont concourantes, par les 5 points on peut faire 
passer une circonference. Si deux (et par suite trois) sont 
parallêles, Lobatschewsky a démontré qu’”il existe une 
courbe particuliêre, appelée courbe-limite ou horicycle 
passant par ces trois points et telle que les perpendicu- 
laires élevées sur les milieux de ses cordes soient parallèles 
entre elles; ces perpendiculaires sont les axes de la courbe- 
limite. Elle peut, en effet, être considerée comme un cercle 
de rayon infiniment grand. Si deux médiatrices ont une 
perpendiculaire commune, il en sera de même de la troisième. 
Il existe alors une ligne passant par les trois sommets du 
triangle et telle que les médiatrices de ses cordes sont 


*) G E=—= géométrie euclidienne. 
EEN Lm » lobatschewskienne, 
tales D) riemannienne. 


ais td 
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toutes perpendiculaires à& une même droite qui est axe 
de la courbe appelée équidistante ou hyperecycle. 

Quant au livre [II usuel, il emprunte presque tous ses 
théorèmes à la théorie des triangles semblables; or en 
géométrie non euclidienne deux triangles semblables ne 
peuvent être qu’égaux. Par suite peu de propriétés de 
ce livre sont communes aux trois espèces de géométrie. 
Toutefois la théorie des polygones réguliers ne dépendant 
pas du 5e postulat d'Euclide; leurs propriétés sont analogues 
à celles des mêmes éléments euclidiens sauf que certaines 
constructions sont un peu plus compliquées. Le lecteur 
qui voudra approfondir ces questions ainsi que d'autres 
connexes n'a qu'à se reporter aux traités classiques dont 
il sera parlé plus loin. 

On eoncoit qu’il soit possible de eréer une géométrie non 
euclidienne dans l'espace. Dans ses ouvrages, Lobatschewsky 
ne s'est pas occupé spécialement de la géométrie de la 
sphère; du reste cette théorie ne dépend pas du be postulat ; 
il n'en est pas de même de la mesure des aires et des 
volumes des différents corps. Le géomêtre s'en occupe 
longuement ; mais il base sa théorie sur le calcul intégral. 
Quant au 5e livre, son étude, en géomcétrie générale, a été 
faite soigneusement par M. Barbarin dans un article très 
remarguable. (Voir Mathésis, août 1901.) 

Á noter encore Yintroduction faite par le professeur de 
Kazan d'une autre notion: la surface-limite on horisphère. 
C'est la surface engendrée par la révolution de la courbe- 
limite (horicyele) autour d'un de ses axes; chacun de ces 
derniers peut être considéré comme un axe de révolution. 
Tout plan principal est un plan mené par un axe de la 
courbe-limite ; il coupe Yhorisphêre suivant la courbe-limite 
tandis que tout autre plan sécant donne pour section 
un cercle. 

Si, au contraire, on fait tourner un hypercycle autour 
de son axe,on obtient une hypersphêre (surface équidistante). 
Si par tous les points d'une aire plane limitée on élève 
des perpendiculaires égales à p, le lieu de leurs extrémités 
est une portion d’'hypersphère. 

Mais peut-on, par le secours de la règle et du compas, con- 
struire les éléments de la géométrie non euclidienne ? La 
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rèponse à cette question a été donnée d’abord par Bolyai 
pour certaines figures et d'après lui plus tard par M. Gérard 
dans sa Thèse. M. Barbarin dans plusieurs mémoires et en 
particulier dans un article relatif aux constructions (Mathésis 
1897) a résolu le problème d'une facon três complète. 

Ici encore la géométrie non euclidienne se suffit à elle- 
même; on peut construire les figures planes sur lesquelles 
on raisonne et de là concevoir les figures correspondantes 
de espace. 


Trigonométrie. 


Entre les côtés a, b, c d'un triangle rectangle, on a lune 
des relations suivantes: 


dribe Geer ea) 
ch (6 en (5) ch (5) Gere 


COS (%) GOS G) COS (5) (Bende 


l, r étant des paramêtres numériques dont rien, en géo- 
métrie théorique, ne détermine la valeur. Entre les éléments 
d'un triangle queleonque ABC, on ales relations suivantes : 


a b C c b 
TE ch HE ch VE sh sh cos À 
ou en supposant pour un instant /=l (en prenant une 


unité convenable, appelée par Bolyai, unité naturelle): 


ch 


ch a=chbeche—sheshbeos A. 
D'où: sh a fi sh b EN sh C 
’ Sn ASSER eel 
sh a cos B=chbshe—shbeheeos A, 
coth a sh b=chb eos C+ sin C cotg A, 
cos A =— cos B cos C + sin B sin C sin a, 


formules analogues à celles de la trigonométrie sphérique 
sauf à remplacer a, b, c par al/—1, bWV/-—1, el/==L 
Il existe des formules analogues pour les triangles rie- 
manniens. 


*) sh, ch, th sont les fonctions hyperboliques. 
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Si dans les formules précédentes on suppose A == 90°, on 
obtient les formules des triangles rectangles que l'on peut 
retenir de la facon suivante par un moyen mnémotechnique. 
On trace un pentagone sur les côtés duquel on inserit dans 
Yordre suivant: 


a, B, kat b, C ; 


Or 
alors le cosinus de tout élément égale le produit des sinus 
des deux éléments non adjacents, ou le produit des cotan- 
gentes de deux éléments adjacents. Dans cette règle les 
cosinus, sinus, cotangentes des angles sont circulaires; 
ceux des longueurs sont circulaires ou hyperboliques selon 
que le triangle est riemannien ou lobatschewskien. On 
peut déduire de là les relations pour les éléments des 
triangles queleonques. Comme lYobserve encore Lobat- 
schewsky, la Pangéométrie (géométrie imaginaire) donne 
la géométrie ordinaire si on Suppose les lignes infiniment 
petites; en introduisant cette hypothèse dans les formules 
des triangles quelconques, il retrouve les formules connues ; 
ODE en C 

in sins Bee sin, G 

a? =b? + Cc? —2be cos À. 

cos A + cos (B + C) == 0. 

asin (A +C) =bsin A, 

Ces mêmes formules, „’Euclide Moderne” les applique à 
Yétude des quadrilatères tri- et birectangles; on parvient 
ainsi à retrouver par le calcul le théorême de Saccheri. 
Entre Yangle de parallélisme A correspondant à la distance 
ò et cette distance, existe la relation: 

1 
A est ce que Lobatschewsky appelle T1 (8). 
„‚à Suivre”, 
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Nieuwe hulpmiddelen voor teekenen. 


le. Clinograaph. 

Voor het teekenen van een aantal 
evenwijdige lijnen brengt de firma 
Harling te London een eenvoudig 
toestel in den handel (fig. 1) dat in 
drie maten wordt geleverd (7, 9 en 
12 inches) in perenhout, mahoniehout, 
mahonie met ebonieten rand, en cel- 
luloïd, in prijzen tusschen f 1— en 
18.00, 

De wrijving in het scharnier is 
voldoende om het schuingestelde 
blad op zijn plaats te houden. 

Het instrument wordt gesteund 
door teekenhaak of driehoek. 
sss De bijgevoegde figuren geven 


Fig. 1. 2e. Präzicionslineal. 
£ used FOR 8 De firma Carl. Schmidt in Düren 
CRAPHIC, STATICS USED FOR USED IN 


SYMMETRICAL FICURES MACHINE DRAWING 


YY YY 


vee 
0005000 /| 


en 


8 DSS S | En N 
EE EE-SQUARESS en 


Fig. 8. 


brengt een teekendriehoek in den handel, waarvan de 
rechthoekszijden 25 cM lang zijn, en waarin ellipsen, 
hyperbool en parabool zijn uitgesneden. De lijn OP 
stelt de as van hyperbool en parabool voor, de punten F 
zijn brandpunten. 


öl 


De driehoek is niet bedoeld als hulpmiddel voor de 
teekenzaal, maar meer voor hen, die bij hun studie de 


bedoelde kromme lijnen telkens moeten teekenen. 


De getallen van Wersenne. 


De Grieken gaven den naam volmaakt getal aan een getal, 
dat gelijk is aan den som zijner deelers. De even getallen 
van die soort hebben den vorm: 


Ne gnl 2” 2D 


waarbij de factor 2° —1 ondeelbaar moet zijn. 

Daarvoor moet in elk geval n ondeelbaar zijn, doch dit 
is nog niet voldoende. Bijv. 21! —1, 229 —1, 229 —1 zijn 
deelbaar door 23, 47 en 238. 

In zijn Cogitata physico-mathematica zegt Mersenne, dat 


2 _ 1 ondeelbaar is voor: 
Nt On Clenet Olne ts 20. 
Het is onbekend, hoe hij dit heeft afgeleid. 
Voor een aantal andere ondeelbare waarden van „ is 


door beproeven aangetoond, dat 2* —1 werkelijk deel- 
baar is. 

In Nature van 20 Juli 1911, deelt Herbert J. Woodall mede, 
dat hij bevonden heeft dat 218! — 1 deelbaar is door 48441, 
zoodat nog slechts voor 16 waarden van n het bewijs van 
deelbaarheid moet worden geleverd. 
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Vit Bnitenlandsche Ajdsehriiten. 


157. Berekening van het getal zr. 


Duidt men met o,, O,, é, en L, den omtrek en den 


n” n 

inhoud van den om-en ingeschreven regelmatigen veelhoek 
aan voor een cirkel met de eenheid tot straal, dan gelden 
de volgende betrekkingen : 


E HE A pe 7 v/e 
o =—=?n sin — 1 =NSin — COS — 
n n n n Nn 

Bis NE 

Sille sin o 

— 9) ae 
OA n a be n zg 
COS — COS — 
n n 


Uit deze vier formules volgt gelijkluidend : 
° 5 7 
ian hitte (n sin 20). 
n= 0 Ù 
Uitgaande van sin 30° ={ en van 
v 1 V(1— sin? 2e) 
sin « = ( re 
2 
kan men sin 15°, sin 7° 50’, enz. berekenen tot aan sin 14’ + ; 
NE 
LE sin 14’ /; en dan sin 1” als +; sin 1’. 
Daarmee kan men met behulp van bovenstaande limiet- 
formule z tot op 4 decimalen nauwkeurig verkrijgen. 
Deze methode ís nauwelijks minder omslachtig dan de 
gewone veelhoeksmethode. De volgende methode, geeft 
een vlugger manier van werken aan de hand. 
Het getal zr ligt altijd tusschen 4 en Ll, en wel is 


en daaruit sin 1’ als 


. 7 À B Sar. 
nsin==W(l 4) en dus z= lim (nsinZ). Nu kan 
n nn n 
n= 
men voor groote waarden van zn (Ld) vervangen door 
Jk, b, . 
—y » maar men moet n al zeer groot nemen, wil men eene 
behoorlijke benadering van z verkrijgen. Nu is het uit 
een teekening duidelijk, dat bij het nemen van een ge- 
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middelde de omgeschreven veelhoek meer gewicht in de 
schaal legt dan de ingeschreven. Zij dit gewicht voor 
1: y, voor ó,: 1, dan heeft men : 


vl, ö, À 
z er waarin y >) 1, 
j nd reke 
Bien é n @—itsin?2xr ( ze) 
Î nn nn nn — L ZZ — 
erke ngr te — © n 


n 

Om y te bepalen, moet van deze uitdrukking de limiet 
genomen worden; deze is ook langs elementairen weg 
te bepalen en geeft dan y=2, 

Wat nu echter de formule voor de berekening bizonder 
geschikt maakt, is de bizonderheid, dat reeds voor kleine 
waarden van n, y beduidend tot 2 nadert. Stelt men b.v. n =4, 
dan vindt men voor z=dja y= ee een waarde, 
grooter dan 1 en kleiner dan 2, gelijk bij berekening blijkt ; 
substitueert men y=? in de formule dan verkrijgt men in 


28E Dat, 


3 ES voor n=4 #—338: voor n=8, verkrijgt 
men == — Lik 3 ee en voor V2 == 1,4142 nemend z = 
—3,15; voor n=12 verkrijgt men 3,143, dus steeds te 
groote waarden. Wendler, Unterrichtsbl. für Math. u. 
G. Naturwissenschaften 1911, 
158. Over twee diophantische vergelijkingen. 


1. De geheele waarden van a, b, c te bepalen, die vol- 


doen aan de vergelijking : Hj=5 Men kan a, ben c 
ab 


onderling ondeelbaar veronderstellen. c= zm anjse a en b 
moeten dus een tn „bezitten ; stel hun G.G.D. = p; 
TENEN Ke Ze yen daaruit p = a’ + b/.” Derhalve 


c=al’, a=c Ja? b=cdb’?, Daaruit volgt de oplossing ; 

men ontbindt het getal c in 2 factoren (waarbij 1 ook als 

factor is te beschouwen) en telt hun kwadraten bij c op; 
Wiskundig Tijdschrift, Sste Jaargang. 8 
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bv. e= Jed es 121.12 a 12 1 
— 124122 —=156. 
1 el 


eL 
2. Dezelfde vraag voor de vergelijking Peu 


(harmonisch middenevenredige). a,b en ce weer onderling 


Zac 
ondeelbaar. b= a afgezien van het geval atc=2 
kunnen .we stellen a= pa’ c=pc', waarbij p de GGD van 
2pa'c’ ; 
a en c is; dee 7 Nu kan men 2 gevallen onderschei- 


den; 1° a + oneven; dan is p—=a’+J-c; b=2ac en dus 
door 4 deelbaar; 2°. a/+-c' even, dan is 2p =a! + en 
b=ad; ad en € zijn dan oneven, dus b eveneens. Van 
verschillende waarden voor p uitgaande, kan men op deze 
wijze de harmonische drietallen bepalen. 

G. Hoffmann. Unterr.bl. für Math. u. Naturw. 1911. 


159. Geheugenregel voor sinuswaarden. 
sin 09 =tV(2— 4) 
sin 15° =4 (2-3) 
sin 30° =L V(2—’J) 
sin 45° =4 V(2+10) 
sin 60° =4t V(2IT) 
sin 75° =t (2413) 
sin 90° = 4 V(2-1’4) 


G. Jaeckel Unterrichtabl. für Math. en Naturw. 1911. 


160. In een artikel over de nieuwe programma’s van 
rekenkunde en stelkunde in Frankrijk opgenomen in de 
Revue de T'Enseignement des Sciences van 1910 laat de 
bekende wiskundige Lebesgue zich met groote instemming 
uit over de invoering van het begrip van afgeleide in de 
klassen waar elementaire wiskunde onderwezen wordt. 
Hij gebruikt daarbij de woorden: 

Il me paraît incontestable, que l'étude de la variation 
d'une fonction, qui réclame à la fois de la logique du bon 
sens, de l'observation et qui de plus est si souvent utile 
pratiquement, est un excellent service. 

Men ziet, dat degenen, die de invoering van het begrip 
afgeleide een heilloozen maatregel achten, vooral wat be- 
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treft de paedagogische waarde ervan, in dezen bij uitstek 
deskundigen mathematicus een aanzienlijk tegenstander 
vinden. W. EF. GISOLF. 


161. De Comptes-Rendus No. 20 van 15 Mei 1911 ver- 
meldt een nieuw teekeninstrument, de aphégraaf (aon == 
contact) van den heer Guillery, dienende om aan een ge- 
geven kromme lijn raaklijnen te trekken, en tevens een 
ontwondene te kunnen teekenen. 

Van de kromme lijn wordt een mal gemaakt. De aphé- 
graaf, een liniaal wordt er tegen gelegd, en er over gerold, 
Zoodra een klein platina stiftje de kromme raakt gaat een 
electrisch belletje. Bij een, op bepaalden afstand van het 
stiftje aanwezige scherpen kant, kan men dan een teeken 
geven op het papier. F. J. VAES. 


162. pet yt=et, 


Sinds met het bewijs der onmogelijkheid van vt y” — 


voor „” een geheel getal grooter dan 2 een fortuin te 
verdienen valt,®) trekt de groote stelling van PERMAT 
buitengewoon de aandacht. 

FERMAT (1601—1665) gaf van het geval n=4 een korte, 
vage aanduiding van zijn bewijs, waaruit wel blijkt, dat 
hij de door hem gevonden methode van „la descente infinie 
ou indéfinie” toegepast had. Met deze methode kan bewezen 
worden, dat zoo er één stel getallen is, dat aan xt + y* =zt 
voldoet, er ook oneindig vele stellen kleinere geheele 
getallen bestaan, die dezelfde eigenschap hebben, iets wat 
klaarblijkelijk onmogelijk is. 

FERMAT zegt niet hoe zijn bewijs was; daarvoor was het 
naar zijn verklaring te lang. De reden zal echter wel 
geweest zijn, dat hij PASCAL, ROBERVAL e.a. weer eens 
voor een moeilijk probleem wilde zetten, een geliefkoosde 
sport in die dagen. 

DEMAY heeft in het J. M. El. XXXV 1910 getracht het 
bewijs van FeERMAT te reconstrueeren op de volgende wijze : 


IL. Het oppervlak van een rechthoekigen driehoek, met geheele 
getallen tot zijden, kan geen tweede macht wezen. 


*) Zie W. T. 5e jg. bladz, 6, 
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De algemeene oplossing van 


Ld y=? 
is: sop 
ON er % 
z=P? + Q?, 


waarin P en Q dus ook P? —Q? en P? + Q? relatief priem 
en P en Q even en oneven zijn. 
Kan nu 4ay == PQ (P? —Q?) een vierkant wezen ? 
Ware dit zoo dan moest men hebben 


Jed 
Pr —_Qt=(pt 0") (0? +0") =d 
als: Pp? Hqt=a?, pt —q=b?; 


a en b zijn dus beiden oneven. 

Men zou dus hebben: 

2q° =a? —b? =(a—b) (a +5). 

Het eerste lid bevat één of een oneven aantal factoren 2 ; 

men zou dus moeten hebben: 
adb=?2r? a—b=s?, 

of omgekeerd, wat echter voor het resultaat geen verschil 
maakt. 

Beschouwt men nu een rechthoekigen driehoek met 


rechthoekszijden 7? en dan wordt de schuine zijde: 


8“ 
Dre 


atb a—b a? + b? 
VE) IVN 
Alle zijden van dezen driehoek zijn dus Be getallen ; 
„2 
het oppervlak is en dus weder een vierkant. 


Deze laatste driehoek heeft echter kleinere zijden dan 
de eerst beschouwde. De som der rechthoekszijden is nu : 


Sa PQ), 


wat minder is dan T(P? + Q?), d.i. de schuine zijde van 
den eersten driehoek, dus zeker minder dan de som der 
rechthoekszijden van dien eersten driehoek. 

Zoo voortgaande zou men dus komen tot een oneindig 
aantal driehoeken met steeds kleiner wordende som der 
rechthoekszijden, die allen aan de eerst gestelde voor- 
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waarde voldoen, wat onmogelijk is. De gestelde vraag 
moet dus ontkennend beantwoord worden. 

II. Aan zt -yt=zt kan in geheele getallen niet voldaan 
worden. 

Stel dat er geheele getallen waren, die aan deze ver- 
gelijking voldeden, dan kan men een rechthoekigen driehoek 
beschouwen met zt—et en 2z°%? tot rechthoekszijden ; 
zijn schuine zijde is dan zt + xt dus weer een geheel getal. 
Het oppervlak wordt zm? (zt — xt) =a?y*z? dus een vier- 
kant wat volgens de eerste stelling niet voorkomen kan. 


Aje 
165. Een rekenkundige aardigheid. 


Zij N een getal bestaande uit op elkander volgende 
cijfers; in omgekeerde volgorde geschreven leveren zij 
een getal N,. Als N, een getal is, dat weder uit dezelfde 
cijfers bestaat, dan komen deze ook weder voor in het 
getal NN, —N,. 


Voorbeelden: 
NO ORO AAL 
NM JOD 04) 
N +4 N, == 16665 — 66666 
Nee S0d 1924 
NA N,—-N;= 879% OA 


Of in het algemeen: 
N=(a+-2) (ad-1) a (a—1l) (a —2) 
Ne Oi Nea eel) 
NH-N, = 2a 2a 2a 2a Za 
N; Sal) (at 2) (a?) a (at 1) 
Nen det d 2 (at 2) ala 1) 
Q. Baristen, Bull. Math. El. XV, 1910. 


164, Een rekenkundige „ontdekking”’. 


Onlangs deed een wiskundige ontdekking van een 
beambte der Duitsche Rijksbank de rondte. Deze zou nl. 
gevonden hebben, dat 1000 marken zoodanig over 10 zakken 
konden verdeeld worden, dat elke willekeurige betaling 
beneden dit bedrag vereffend kan worden zonder een zak 
te openen. Ze moeten dan als volgt verdeeld worden : 


Moet men 137 Mark betalen, dan geeft men de zakken 
188, 8 en 1; voor 718 zijn de zakken 489, 256, 32 en 1 
noodig. 

De vondst berust op de eigenschap, dat elk getal be- 
schouwd kan worden als de som van eenige machten van 2. 
Immers vermindert men een getal met de hoogst mogelijke 
macht van 2, dan blĳft er een getal over, waarmede op 
dezelfde wijze gehandeld kan worden. Tweemaal zal er 
niet een zelfde macht afgetrokken kunnen worden, daar 
in plaats hiervan een hoogere macht als aftrekker ge- 
nomen had kunnen zijn. Zoo voortgaande zal men ten 
slotte tot de rest 0 komen. Q. 


165. Het getal bestaande uit 2x cijfers 1. 


Men heeft: 
190 11 112 
1180 Delden 
1E SSS80O MALLE Le 
LUIS 88890 XLI LSL EL 

In het algemeen zal voor n)2 een getal, dat uit 2n 
cijfers 1 bestaat, gelijk zijn aan het kwadraat van een 
getal, dat uit » cijfers 1 bestaat, vermeerderd met het 
produet van dit getal en een getal bestaande uit (n — 2) 
cijfers 8, het cijfer 9 en een 0 als cijfer der eenheden. 

Barisien, Mathesis 1910. Note 27. 


166. Eigenschap van een vlerkantsvergelijking. 
Als in de vergelijking #° +pxt-q=0 p en q geheele, 


oneven getallen zijn, dan kunnen de wortels niet ratio- 
naal zijn. 


Q. Argenson. Educ. Math. XII 1910. 


pj 
re ait ed 


pr 
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167. Algebraïsche identiteiten. 


(a + b)? — (a —b)? =4ab 
(atb c)S — (ab —e)? (abe) —(—adbte)= 


— 24 abe. 
nnn Oe (derde dr klade dj 
— 192 abcd. 
Ostend en Cn tenten at Mas 
HX (a db e—d—e)? =1920 abede. 

Q. Boutin. Mathesis 1910. Note 29, 
1658. Algebraïsche identiteit. 


Men heeft: 


(Aetatt.ted) =— 
ND an 


Voor #—=10, n—=8 volgt hieruit, dat 12345678987654321 
een volkomen kwadraat is. 


Q. 


Chapron. Bull. Math. El. XV. 1910. 
168. 


Betrekking tusschen de standhoeken van 


een viervlak. 


Als de zijvlakken van een viervlak door a,b, c, d worden 


voorgesteld en (ab),... de standhoeken tusschen de vlakken 
a en b,... zijn, dan bestaat de betrekking : 


—1l cos(ab) cos(ac) cos (ad) 


cos (ba) —Ì cos (be) cos (bd) AET 
cos (ca) cos (cl) — 1 CORLEONE on 
cos(da) cos(dh) cos (dc) — 1 
Worden drie zijvlakken op een vierde geprojecteerd, 
dan heeft men: 


a —b cos (ab) + e cos (ac) + d cos (ad) 
en drie analoge vergelijkingen. Eliminatie van a, b, c, d 
geeft de genoemde betrekking. 
Voor (ab) = (be) =(eca) =tar, gaat deze over in: 
cos? (ad) + cos° (bd) + cos? (cd) = 1. 
Q. Concours général de Venseignement moyen 1910 
Mathesis 1911, 
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169. Eigenschap van een koordenvierhoek. 


Als van den koordenvierhoek ABCD AB =a, BC =b, 
CD =ec, DA =d en O het snijpunt der diagonalen is, dan 
verhouden zich de AA AOB, BOC, COD, DOA als a?bd, 
b?ca, c°db en d>ac. 


Men heeft: A ABOZA DCO? 
en A ABO: A ADO A ABG ADC ab SC 
Q. Chantreau. Bull. Math, El. 1909. XV. 


170. Betrekkingen in het regelmatig twintigvlak. 


1. Als R de straal van den omgeschreven bol, a de ribbe 

en S de standhoek voorstelt, dan is: 
R=tatgtSte86 en sin £S —= Cos 36 : COS ol), 
dus: 4R? =a? tg? Sta? 36 =af. (TSV D) (on 
=ta?(bH5) 
of : a DSR Ee, 
wat na verdrijving der wortels geeft: 
Da* —20 a? R? +16 R* =0. 
BLAIKIE. 

2, De inhoud is gelijk aan het oppervlak van een der 

vijfhoeken, die aan het lichaam voorkomen, vermenig- 


vuldigd met 4 R. ARNOLD. 
0, Repr. Educ. Times Vol V. 
ik Een meetkundige valstrik. 


Op de volgende wijze wordt door GILLE in Mathesis 1909 
aangetoond, dat men uit een punt P op een vlak een 
oneindig aantal loodlijnen kan neerlaten. 

Zijn A en B twee willekeurige punten in het vlak. De 
bollen met PA en PB als middellijnen, snijden het vlak 
volgens cirkels, die elkander in C en D snijden. Daar de 
hoeken PCA en PCB recht zijn, staat PC loodrecht op het 
gegeven vlak; hetzelfde is echter het geval met PD! 


Q. 
172. Oppervlak van een kromlijnigen vierhoek. 


Als men uit de hoekpunten van een vierkant met de 
zijden tot straal cirkels beschrijft, ontstaat een kromlijnig 
vierkant welks oppervlak gelijk is aan 
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La? (53-337), 
waarin a de zijde van het vierkant voorstelt. 


Q. Cottereau, Journ. de Math. El. XXXV, 1910. 
173. Eigenschap van een parallelogram. 


pe lijnen, die de hoeken van het parallelogram P hal- 
veeren, vormen een rechthoek P,, die welke de buiten- 
‚ hoeken middendoor deelen, een rechthoek P,. 


Men heeft nu: Ld ed en 
BE Véroul. Bull. Math. El. XV. 1910, 
174. Massa van het Standaard Kilogram. 


Volgens de laatste onderzoekingen van Guillaume aan 
het Bureau International des Poids et Mesures zou 1 kubieke 
decimeter water van 4° en onder een druk van 76 cM 
een gewicht hebben van 0,999973 KG. 

Het standaard kilogram van Lefèvre Gineau en Fabbront 
zou dus al bijzonder nauwkeurig zijn en gelijk wezen aan 
het gewicht van een kubus water, welks ribbe niet één, 
maar 1,000009 dM was. Q. 


Koekhespreking 


Systèmes Cinématiques, par L. CRELIER (Collection Scientia 
No. 31). Paris, Gauthier-Villars, 1911, 2 frs. 

Evenals zoovele andere belangrijke nummers uit de 
Collection Scientia, geeft ook dit werkje in beknopten 
vorm onderzoekingen van den nieuweren tijd weer,en wel 
op het gebied der kinematische meetkunde: het heeft 
blijkens de voorrede, ten doel, de resultaten der onder- 
zoekingen van den Franschen kolonel Mannheim (Principes 
et Développements de Géométrie cinématique) in toepassing 
te brengen bij de studie van vlakke krommen, waarvan 
eenige nieuwe betrekkingen tusschen krommen van een- 
zelfde kinematische familie het gevolg zijn. 

Na litteratuuropgave en een portret van kol. Mannheim 
worden zes systemen behandeld, nl. S. conchoïdal simple, 
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S. du cappa, S. strophoïdal simple, S. conchoïdal circulaire, 
S, à deux ornières fixes (Elliptische passer) en S. bielle- 
manivelle. 

Elk dezer zes hoofdstukken noemt achtereenvolgens: 
het mechanisme, de basiskromme (M.P. der achtereen vol- 
gende draaiingscentra), de rolliĳjn, de trajectoriën, ver- 
schillende omhullenden in ecartesische en tangentiëele 
coördinaten en verder enkele eigenschappen en speciale 
gevallen (niet met het oog op technische toepassingen). 

Hoofdzaak is te doen zien, hoe men door kinematische 
beschouwingen langs gewoonlijk zeer korten weg tot de 
genoemde krommen kan geraken. 

Het werkje is verduidelijkt door 18 figuren, welke meestal 
meerdere kromme lijnen weergeven, waardoor het soms 
moeilijk is, de lijnen voor een bepaald geval te volgen. 
Het geheel is kort, maar duidelijk gesteld. 

G. |B 


J. L. Kok. Mlementair Leerboek van het boekhouden en de 
berekeningen in het levensverzekeringsbedrijf. 

Den Haag, G. Delwel, 1911. f 5,25. Geb. f 6,—. 

Als deel III van de „Technisch Comptabele bibliotheek” 
geeft de schrijver, hoofdambtenaar ter secretarie te Rot- 
terdam (afdeeling financiën), een boek, dat van belang is 
voor allen, die met de praktijk der levensverzekering te 
maken hebben. De wiskundige adviseur behoeft het wis- 
kundig gedeelte niet te bestudeeren, doch kan zich op de 
hoogte stellen van de eischen der boekhouding en van de 
wetgeving. De boekhouder en andere aan de bank ver- 
bonden personen vinden in het wiskundig gedeelte een 
overzicht van wat voor de berekeningen noodig is: loga- 
rithmen, reeksen, interestrekening, elementen der waar- 
schijnlijkheidsrekening, permutatiën en combinatiën, alge- 
meene gedachtegang bij het berekenen van verzekerings- 
premiën, berekening van koopsommen, jaarpremiën, 
premiën in termijnen, bruto-premiën, berekening der 
wiskundige reserve, afkoop, premievrije polis, verandering 
van verzekeringswijze. Het wiskundig gedeelte eindigt 
met de vermelding van een kaartenstelsel voor het wis- 
kundig bureau. De schrijver is blijkbaar — zeer terecht — 
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een groot voorstander van kaartenstelsels in vereeniging 
met registers en boeken; in het boekhoudkundig gedeelte 
geeft hij verschillende modellen aan. 

Dit alles komt voor onder het hoofd „Vrijwillige ver- 
zekering”, Onder „Verplichte verzekering” (arbeidersver- 
zekering, pensioenverzekering) wordt ook eerst het wiskun- 
dig gedeelte besproken, daarna de boekhouding. 

Aan het eind van het boek zijn vraagstukken opgenomen 
betreffende de wiskundige onderwerpen, en oefeningen 
omtrent de boekhouding; verder vraagstukken, opgegeven 
bij het examen voor eandidaat-actuaris in 1904, 05, 06, 07, 
08, 09, en enkele tabellen (contante waarden, mannentafels, 
vrouwentafel, mannen- en vrouwentafel, derde ambtenaren- 
tafel, tweede weduwentafel, enz.) 

Van het zeer duidelijk geschreven werk zullen onge- 
twijfeld zeer velen nut kunnen hebben. 


Dr. MAx RiCHrER. Ueber die Einführung in die Stereometrie 
und in das stereometrische Zeichnen. Mit einer Aufgabensammlung 
Ein Beitrag zur Methodik des geometrischen Unterrichts. 

Leipzig. Dürrsche Buchhandlung, 1910, 2 Mark. 

Aan alle leeraren in stereometrie kan de lezing van dit 
werkje ten zeerste worden aanbevolen, In een veertigtal 
bladzijden bespreekt de schrijver de belangrijkste wijzen 
van teekenen van lichamen (nl. de scheeve en de rechte 
projectie), de oplossing van stereometrische constructie- 
opgaven, waarbij de doorsnijding van lichamen door vlakken 
een behoorlijke plaats inneemt. De schrijver heeft het oog 
op leerlingen, die met stereometrie beginnen, en geeft dus 
constructies, die op gymnasium en H.B.S. zonder groote 
moeite kunnen worden uitgevoerd. Hij waarschuwt tegen 
overmatig gebruik van modellen, omdat de leerlingen 
daardoor neiging verkrijgen, zich de moeite te besparen hun 
voorstellingsvermogen te oefenen. Daarentegen hecht hij — 
zeer terecht — veel waarde aan het zelf vervaardigen 
van modellen. Het mechanisch nateekenen wordt krachtig 
door hem verworpen; hij verlangt ook, dat reeds bij de 
vlakke meetkunde met teekeninstrumenten gewerkt wordt, 
en in inkt gezet. 

Ongeveer 200 opgaven zijn bijgevoegd, waaronder men 
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vragen van verschillende moeilijkheid vindt. De bedoeling 
van den schrijver is, dat in eenzelfde klasse aan zwakkere 
leerlingen eenvoudiger opgaven kunnen worden voorgelegd 
dan aan bekwamere. 


Dr. Puin. S. DANNACHER. Die geometrischen Grundlagen 
der freien Perspektive. 

Druck von Huber & Co. in Frauenfeld. 1910. 

De schrijver behandelt de grondbeginselen der perspectief 
zoodanig, dat hij onmiddellijk van het voorbeeld een afbeel- 
ding maakt, zonder behulp van (neergeslagen) grondvlak 
of horizon. Geen praktische toepassingen worden gegeven ; 
hij verwijst daarvoor naar andere boeken. 

De oogafstand is in de figuren klein genomen; later 
wordt de weg aangegeven om met groote distantie te 
werken ; feitelijk komt dit daarop neer, dat men een kleinere 
figuur teekent en die vergroot. De perspectief van den 
cirkel is uitvoerig behandeld, ook voor de gevallen dat 
de afbeelding een parabool of hyperbool wordt. Daarbij 
wordt even de differentiaalrekening te hulp geroepen. 

De schaduw van een cirkel in perspectief wordt ge- 
teekend; de perspectief van den bol met schaduw wordt 
even vermeld. Als leerboek is de verhandeling (34 bladz. 
groot formaat) niet bedoeld. Wie echter met de perspectief 
eenigszins vertrouwd is, zal zeker met genoegen de ver- 
handeling lezen. De schrijver meent, dat leerlingen, die 
aan een industrie (=ambachts of middelbare technische ?) 
school de beschrijvende meetkunde heeft geleerd, en bekend 
is met affiniteit en collineatie, hem kan volgen. Dit mag 
echter voor hollandsche leerlingen wel betwijfeld worden. 


CHARLES W. DyMONp F.S.A. Key to theory and methods 
of linear perspective. The S. & C. Series No. 20. 

London, E & F. N. Spon Ltd. 1910. 1s. 6d. 

In beknopten vorm (82 bladzijden, 15 figuren, in zwart 
en rood) wordt de perspectief behandeld voor zoover deze 
noodig is voor het bouwkundig teekenen, terwijl de schrijver 
ook den landschapschilder van dienst wil zijn. 

Hij behandelt het in perspectief brengen van een rechte 
lijn in verschillende standen, en van een horizontalen cirkel. 
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Als aanhangsel is beschreven hoe men een ruimte-model 
kan maken van een perspectivische afbeelding van een 
kubus. Daarbij is volledig aangegeven, hoe groot men de 
verschillende vlakken en lijnen moet nemen. 


Dr. PAUL STÄCKEL. Geltung und Wirksamkeit der Mathe- 
matik. Festrede bei dem feierlichen Akte des Rektorwech- 
sels an der Grossherzoglich Technischen Hochschule 
Fredericiana zu Karlsruhe am 19 November 1910. 

De redenaar bespreekt (beknopt) hoe de wiskunde vroe- 
ger als inleiding werd beschouwd voor de philosophie 
(waarvoor ze thans nog in hoogere mate geschikt is); 
vermeldt de opvattingen van Descartes tegenover die van 
Galilei, en de groote waardeering, die de wiskunde onder- 
vond in de zeventiende eeuw — de eeuw der wiskunde. 
Dat zij in de 19e eeuw minder hoog geschat werd, ligt 
daarin, dat zij een speciaal-vak werd, bestudeerd om haar 
zelve, en niet met het oog op praktische toepassingen. 
Er werd „misbruik van de wiskunde” gemaakt, doordien 
men een concreet geval gebruikte als uitgangspunt voor 
speculaties. 

Tegenover zoo handelende pseudo-physici kan Faraday 
gesteld worden, wiens denkbeelden eerst veel later in den 
taal der wiskunde konden worden overgebracht. 

Ook ten opzichte van de techniek legde de wiskunde 
het af. Sedert 1890 echter tracht men de onderdeelen der 
wiskunde, die ieder een afzonderlijk bestaan wilden gaan 
voeren, weder tot elkander te brengen. De natuurkunde 
en de techniek voelen behoefte aan nieuwe methoden der 
wiskunde (graphostatica, vectorrekening, benaderingswis- 
kunde). Vandaar leerstoelen voor verschillende onderdeelen. 


Lornar HEFFTER. Ueber Wesen, Wert und Reiz der Ma- 
thematik. Rede zur Feier des Geburtstages Seiner Majestät 
des Deutschen Kaisers, Königs von Preussen, Wilhelm II, 
gehalten an der Christian-Albrechts-Universität am 27 Jan. 
15E 

Kiel, Lipsius und Fischer, 1911. 0,60 M, 

Als eerste grondbegrip heeft de wiskunde het getal (analyse) 
als volgende rwimte (meetkunde), en tid (bewegingsleer). 
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Met het begrip kracht te samen ontstaat de mechanica, 
waarin de natuurkunde zich wil oplossen. 

Let men ook op de stof, waaruit een lichaam bestaat, 
dan komt men op het gebied der scheikunde, waartoe de 
mineralogie kan worden gerekend. Voegt men hierbij nog 
het grondbegrip leven, dan is men gekomen tot de biologie 
(plant- en dierkunde). 

Van de biologie teruggaande, kan men de begrippen 
getal, ruimte en tijd niet weglaten, vóor de andere be- 
erippen. Daaruit volgt, dat die drie den grondslag vormen 
van alles. 

Terwijl de wiskunde uitgaat van axioma’s, en uit deze 
al het volgende afleidt, kan de natuurkunde niet worden 
opgebouwd uit axioma’'s. 

Om de wiskunde vooruit te brengen is phantasie noodig — 
de wiskundige staat gelijk met den dichter. Dit wat betreft 
het wezen der wiskunde, De waarde is gewoonlijk niet 
oogenblikkelijk duidelijk; meermalen zijn onderdeelen der 
wiskunde veel later toegepast dan toen ze bestudeerd 
werden. Haar opwekkenden invloed dankt de wiskunde aan 
haar absolute zekerheid, zuiverheid en elegantie. 


V. E. JOHNSON. Zhe Gyroscope. The S.&C. series No. 22, 

London. E. & F. N. Spon Ltd. 1910. 15. 6d. 

In 40 bladzijden met 34 figuren geeft dit handige boekje 
niet alleen de beschrijving van een gyroscoop (of liever 
gyrostaat, zooals het gewoonte wordt om te zeggen), maar 
ook een aantal proeven, die men er mede nemen kan, met 
volledige opgave hoe men de toestellen daarvoor moet 
samenstellen met eenvoudige hulpmiddelen. Voor hen, 
die gaarne iets maken, is het boekje van zeer groote 
waarde. De schrijver deelt mede, hoe men een gyro op 
twee wielen kan maken, hoe een op één wiel; bespreekt 
de samengestelde gyrostaat en daarmede te nemen proeven, 
enz. Een volledige beschrijving van een model van een 
electrische mono-rail wagen is gegeven. 


The Gyro-Compass. Anschütz & Co. Kiel-Neumühlen. 

Engelsche vertaling (en uitbreiding) door G. K. B, Elphin- 
stone (London, Elliott Brothers. 1910). 

Van de eigenschap dat een gyrostaat zich steeds richt 
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naar den noordpool, heeft men reeds lang trachten gebruik 
te maken om het magnetische kompas te vervangen door 
een draaiend lichaam. Dr. Anschütz is er na het overwinnen 
van verschillende moeilijkheden in geslaagd een practisch 
bruikbaar kompas te vervaardigen, dat reeds op een aantal 
schepen gebruikt wordt. Zulk een kompas moet een 
grooten gyroscopischen weerstand hebben, terwijl de wrij- 
ving in de ophangpunten zeer gering moet zijn. Deze 
beide voorwaarden hebben echter tengevolge, dat het 
gyrokompas, uit zijn evenwichtsstand gekomen, zeer lang 
blijft slingeren, zoodat demping der slingeringen noodza- 
kelijk is. 

Het behoeft nauwelijks te worden vermeld, dat het mag- 
netische kompas op schepen, die grootendeels uit ijzer en 
staal bestaan, allerlei correcties noodig maakt, en dat de 
vervanging er van door een niet-magnetisch groote voor- 
deelen biedt. Wel is waar heeft het gyro-kompas ook nog 
eenige correcties van noode, doch deze zijn veel minder 
groot. De beschrijving van de inrichting en de werking 
van het kompas is geheel wetenschappelijk, en is niet 
bedoeld als reclame. 

Nadat eerst op populaire wijze het optreden van de 
precessie besproken is, en de reden vermeld is, waarom 
het kompas steeds naar een der aardpolen wijst, wordt een 
model besproken, dat daarvan het practische bewijs geeft. 

Daarna wordt de inrichting van het kompas besproken. 
(De gyrostaat wordt door een drie-phase-motor bewogen 
met ongeveer 20000 omwentelingen per minuut) en de een- 
voudige wijze vermeld, waarop de slingeringen worden 
gedempt. 

Alles wordt toegelicht door fraaie afbeeldingen op luxe- 
papier. 

Voor hen, die bekend zijn met theoretische mechanica, 
is de theorie uitvoerig besproken, met en zonder demping. 

Een afzonderlijk hoofdstuk behandelt het practiche gebruik 
aan boord van een schip: de correcties, het onderzoek enz. 

Het laatste hoofdstuk bespreekt de installatie en het 
onderhoud. 

Het boek geeft dus volledige inlichtingen, zoowel theo- 
retische als practische, omtrent het belangrijke instrument. 


Deftemalischier Belt Orel einen Weeisc(fompaar rm Onschilr eh 
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Bijgaande figuren zijn ontleend aan de duitsche uitgave 
(Der Kreiselkompass), en door firma Anschütz welwillend 
afgestaan. 

De gyrostaat A (le figuur) draait binnen de doos B, die 
door middel van het tusschenstuk V bevestigd is aan een 
ringvormigen, hollen drijver S, die in kwik drijft binnen 
doos K. Aan V is ook de windroos verbonden. 

De doos K hangt in een cardanring. 

Om de slingeringen van doos K snel te dempen is een 
zeer eenvoudige, vernuftige inrichting aangebracht. 
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De gyrostaat brengt de lucht in doos B in beweging, 
die door de openingen a en b (2e figuur) kan ontwijken. 
Als de doos K scheef hangt, dan wordt een der openingen 
a of b geheel of gedeeltelijk bedekt door de plaat u, die 
aan den slinger d bevestigd is. Als daardoor opening a 
bedekt is, kan de lucht alleen door b ontwijken; de druk 

Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. A 
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tegen den wand tegenover b heeft een moment, dat het 
stelsel naar den horizontalen stand tracht te brengen. 


LORENZO MASCHERONI. La geometrie del Compasso. 

Nuova Edizione. Palermo. Alberto Reber. 

Hoewel deze uitgave (door prof. Gaetano Fazzari) reeds 
in 1908 is verschenen, dient er toch de aandacht op te 
worden gevestigd. *) 

In hoofdzaak bevat het boek de meetkunde van Mascheroni, 
waarbij alleen gebruik wordt gemaakt van een passer. 

Het spreekt vanzelf, dat men niet alle voorkomende 
constructies daarmede op eenvoudige wijze kan uitvoeren; 
er zijn echter een aantal, waarbij het gebruik van een 
passer alleen, werkelijk besparing aan tijd geeft. Daartoe 
behoort o.a. de constructie van de zijden van regelmatige 
veelhoeken. 

Het boek bevat in 150 bladzijden een groot aantal eon- 
structies, waarvan de bestudeering wel de moeite waard 
is. De laatste 30 bladzijden behandelen opgaven, die bij 
benadering worden opgelost. 


Dr. Emi Mürrer. Technische Uebungsaufgaben für darstel- 
lende Geometrie. 

Leipzig und Wien, Franz Deuticke, 1910. 

Heft IT, II, II, elk 1.25 M. 

Elk der drie portefeuilles bevat 10 losse platen; elke 
plaat kan men afzonderlijk verkrijgen, mits 50 ex. er van 
genomen worden (5 M.. 

Zij zijn in hoofdzaak bestemd voor technische middelbare 

scholen. Bladz. 1 en 2 bevatten 18 kristalvormen in twee 
projecties, de volgende bladen bevatten onderdeelen van 
bouwkundigen aard. 
‚ Daarbij zijn een aantal, die, hoewel ontleend aan de 
bouwkunde, toch als projectie-opgaven dienst kunnen doen 
voor leerlingen, die reeds gevorderd zijn in de beschrijvende 
meetkunde. Anderen richten zich uitsluitend tot den bouw- 
kundige (bijv. het teekenen van daken boven gegeven 
plattegronden, het teekenen van spoorbanen in een gegeven 
geäccidenteerd terrein, enz.) 

De platen zijn met veel zorg bewerkt. 


1) Zie Vraag 40, bladz. 77 en 172, jg. VI. 
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P. MENERT. Zinear- und Projektionszeichnen. 

Heft 1: Linearzeichnen und Projektionszeichnen. 1 M. 

Heft II: Darstellende Geometrie. 1,40 M, 

(Essen, G. D. Baedeker, 1910). 

Dit richt zich meer in het bijzonder tot werktuigkundigen. 
Het dient den leerling om thuis te kunnen nalezen, wat 
in de les besproken is; aan het eind van elk deeltje zijn 
een aantal bladzijden aanwezig voor het maken van aan- 
teekeningen. De hoofdeonstructies der meetkunde gaan 
in deel [ vooraf aan de constructies van de ellips, (de 
schrijver geeft slechts twee constructies voor deze om den 
leerling niet te overladen met stof, die hij later vergeet), 
van de parabool, hvperbool, evolvente, eyeloiden. 

Dan volgt de projectie van punt, rechte lijn, prisma, 
cilinder, piramide, kegel, bol (alle met hun uitslagen), en 
van de schroeflijn. Daarna een ten opzichte van de 
projectievlakken scheef staand blok, waarbij een hoofdstuk 
wordt ingelascht over het uit de hand teekenen in scheeve 
projectie (axonometrie). Het invoeren van een nieuw 
projectievlak leidt tot het bepalen van doorsneden (recht- 
en kromlijnig), en het elkander doordringen van lichamen 
(met rechte en gebogen vlakken). 

Het tweede deel behandelt de beschrijvende meetkunde 
onder gebruikmaking van de vier kwadranten en het derde 
projectievlak. Aan het teekenen van een plat vlak in 
beschrijvende meetkunde gaan eenige stereometrische 
beschouwingen vooraf, omtrent den onderlingen stand van 
vlakken. 

De snijpunten van een lichaam met een lijn worden in 
een aantal voorbeelden bepaald, terwijl schaduwbepaling 
kort wordt vermeld. 

De onderlinge doordringing van lichamen, in het 1e deel 
besproken, wordt nu meer uitgebreid. 

Van een aantal oplossingen is slechts de weg aange- 
geven, dien de leerling volgen moet. Bijzondere construc- 
ties zijn vermeden, omdat de schrijver terecht meent, dat 
ze vergeten zijn op een oogenblik, dat de leerling ze in 
de praktijk zou noodig hebben. 


W. T., FISHLEIGH. Problems in Descriptive Geometry En 
Class and Drawing Room. 


52 


A eollection of over 900 definite problems for students 
in engineering and technical schools. General problems 
special cases, applications with 85 practical figures. 

Published by the author, Ann Arbor, Mich. U.S. A. 1910. 

Dit boek bevat geen theorie, maar alleen opgaven, deels 
van theoretischen, deels van praktischen aard. De bedoeling 
is den leerlingen bedrevenheid te doen verkrijgen door 
hen een groot aantal opgaven te doen uitwerken. Bij elke 
opgave is vermeld of de teekening een geheel vel papier 
(12 X 18 eng. duim) vereischt, dan wel of er 2 of meer 
bij elkander kunnen worden geplaatst. 

Een vlak is aangeduid door den afstand van het snijpunt 
met de as tot den oorsprong en de hoeken van de door- 
gangen met de as. De vier kwadranten worden alle ge- 
bruikt, in hoofdzaak echter het le en 3e. 

In blauwdruk zijn 85 figuren bijgevoegd, die de leerling 
kan projecteeren. Het zijn meerendeels eenvoudige 
lichamen, bijv. huisje, bak, hijschkraan, brugje, riem met 
leirol, houtverbindingen, schroef, schroefvormig gebogen 
buis, spiraaltrap, kannen, verbindingen van cilinders met 
kegels, of andere cilinders, enz. 

De inhoudsopgave is met groote letters gedrukt, zoodat 
de leeraar gemakkelijk opgaven kan uitzoeken. 

Het boek bevat behalve opgaven betreffende de begin- 
selen der beschrijvende meetkunde, ook nog opgaven over 
schroef vlakken, hyperboloiden, paraboloiden, conoiden ; 
raakvlakken aan willekeurige cilinders, kegels, bollen, 
ellipsoiden, tori enz. ; doorsnijdingen van lijnen met opper- 
vlakken; doorsnijdingen van oppervlakken met platte 
vlakken, uitslagen, raaklijnen aan gebogen doorsneden; 
kortste afstanden van lijnen en oppervlakken ; doorsnijding 
van twee lichamen en drie lichamen. 

Voor den leeraar is er ruime keus. 


F. W. BARTLETT and Tu. W. JOHNSON. Engineering Des- 
criptive geometry. 

A treatise on descriptive geometry as the basis of mecha- 
nical drawing, explaining geometrically the operations 
customary in the draughting room. 

New-York, John Wiley & Sons. 


53 


London, Chapman & Hall, 1910. 

De schrijvers stellen zich op het standpunt, dat de be- 
staande boeken over beschrijvende meetkunde meer meet- 
kundig zijn dan beschrijvend; dat men het vak meer 
opvatte als een onderdeel van wiskunde dan als een wijze 
van teekenen, en dat dus een andere behandeling ge- 
wenscht is. Een belangrijk verschil met andere boeken 
is het voortdurend werken in het derde kwadrant, waarbij 
het derde vlak rechts wordt genomen, en naast het verti- 
kale vlak wordt neergeslagen. 

De schrijvers hebben voor classicaal onderwijs een kooi 
‚van iĳjzergaas ontworpen, waarbinnen men een punt kan 
aangeven als uiteinde (oog) van een ijzerdraad door den 
bodem gestoken, terwijl op het vlechtwerk van drie der 
zijvlakken de projecties van het punt, met de verbindende 
hulplijnen, met krijt kunnen worden afgeteekend. Door de 
oogen van twee draden kunnen looden draden worden 
gelegd. Zij bevelen den leerlingen aan, een rechthoekigen 
drievlakshoek te vouwen van milimeterpapier, en daarbij 
niet een rechthoekig stuk weg te knippen, maar in dat 
gedeelte, waar anders de kwartcirkels komen, de bissec- 
trice van den rechten hoek te trekken ; langs die bissectrice 
en langs de assen kan een vouw komen, zoodat het bedoelde 
gedeelte bij het vormen van den drievlakshoek naar binnen 
wordt gelegd. Die bissectrice kan gebruikt worden in 
plaats van de kwartcirkels. 

Spoedig gaan de schrijvers over tot het gebruik van een 
hulpvlak loodrecht op H, met toepassing op het bepalen 
van de ware gedaante van een lijn of een figuur. Dit 
leidt tot het bepalen van doorsneden van lichamen met 
platte vlakken, en tot doordringing van twee lichamen. 
Daarbij worden ook oppervlakken ontwikkeld. 

Als gebogen lijnen wordt eerst de cirkel geprojecteerd 
en onmiddellijk daarna de schroeflijn (waarbij ook een figuur 
in isometrische projectie). 

Daarna volgen de projecties van cilinder, kegel, omwen- 
telingslichamen, schroefdraad met doorsneden ; doordringing 
van lichamen met gebogen oppervlakken; schroef met 
drie draden (worm); ontwikkeling van gebogen opper- 
vlakken. 
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Een paar handelwijzen zijn aangegeven om de lengte 
van een cirkelboog te bepalen. 

Na al deze voorbereiding, worden constructies behandeld 
betreffende lijnen en vlakken van onbepaalde grootte, dus 
eigenlijke beschrijvende meetkunde. 

Ten slotte wordt de isometrische projectie besproken, 
waarvan in den tekst reeds vroeger is gebruik gemaakt. 

Als laatste hoofdstuk is volledig aangegeven hoe men op 
vier teekeningen alle constructies kan vereenigigen, die 
het meest voorkomen in de praktijk. 

Door het boek verspreid vindt men 144 opgaven. 


J. MASCART. Un observatoire près d'un volcan. 

Torino, G. U. Cassone, 1911. 

De schrijver geeft 7 teekeningen van de kern van Halley’s 
comeet, een drietal photografieën van die comeet, en 
drie teekeningen van Jupiter, met daarbij behoorende 
opgaven. 

Hij verhaalt de bijzonderheden die zich voordeden van 
dag tot dag. Een mededeeling omtrent de moeilijkheid 
om een behoorlijk huis gebouwd te krijgen gaat vooraf. 


E. FABRY. Problèmes et evercices de mathématiques génerales. 

Paris, A. Hermann et fils, 1910, 10 frs. 

De 798 opgaven strekken zich uit over algebra, anali- 
tische meetkunde, analyse en mechanica. Van deze zijn 
volledige opgaven gegeven, zoodat het boek gebruikt kan 
worden door studeerenden, zonder hulp van een leeraar. 

Van elk onderdeel der genoemde vakken zijn een aantal 
opgaven gegeven. 

Zij, die zich in het bijzonder toeleggen op wiskunde, 
kunnen het boek als een eerste, eenvoudig begin gebruiken; 
het geeft echter voor hen niet genoeg. Het is echter zeer 
geschikt voor personen, die wiskunde noodig hebben voor 
hun studie, zonder veel tijd daaraan te kunnen besteden, 
dus ingenieurs, natuurkundigen, scheikundigen, enz. 

Men zie de bespreking van het leerboek van Fabry op 
bladz. 246 van den vorigen jaargang. 


Die Graphischen Hefte der J. Boltzeschen Buechhandlung 
in Gebweiler (Elsass). 


In den 5en jg. W. T., bladz. 104, zijn de teekenboeken 
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met millimeterpapier van Dr. Weill, vermeld. De firma 
Boltze heeft ze thans dikker gemaakt en de prijs vermin- 
derd tot 0.80 M. 


DUNCAN M. Y. SOMMERVILLE M. A. D. Se. Bibliography 
of Non-Huclidian Geometry including the theorie of parallels, 
the foundations of geometry, and space of n dimensions. 

The University of Andrews, Scotland, 1911, 10 sh. 

Volgens het prospectus zal dit boek bevatten : 

Introduction (Explaining the scheme of the Bibliography 
and the Sources); 

Chronological Catalogue (ongeveer 4000 titels met biblio- 
graphische bijzonderheden); 

Schedule of Classification (volgens de Index du Reper- 
toire Bibliographique); 

Subject Index, (ongeveer 5000 opgaven); 

Alphabetical index of subjects; 

Author Index. 


J. W. N. Le HEUX. Zissajous’sche Stimmgabelkurven in 
stereoskopischer Darstellung. 18 Tafeln mit Tekst. 

Leipzig, Johan Ambrosius Barth, 1911, 5 Mark. 

Reeds eenige malen werden in het W.T. serieën stereo- 
scoopplaten vermeld voor stereometrie of hoogere wiskunde. 

De nieuwe verzameling geeft merkwaardige kromme 
lijnen, die zoowel voor wiskundigen als natuurkundigen 
van belang zijn. 

De natuurkunde bestudeert de krommen van Lissajous 
als vlakke figuren. 

In de Comptes-rendus 1889 (Tome 180, bladz. 1616) is ver- 
meld, dat twee overeenkomstige figuren met gering phase- 
verschil, naast elkander geplaatst in een stereoscoop, een 
ruimtekromme doen ontstaan. 

De heer Dr. van Gulik vertoonde op het Ned. Natuur- 
en Geneesk. Congres te Arnhem eenige zulke stereoscoop- 
platen. De heer Le Heux (le luitenant, Kon. Mil. Ac. te 
Breda) heeft thans 18 platen vervaardigd en doen uitgeven. 

Deze openen voor den wiskundige. een geheel nieuw 
gebied van studie, dat dadelijk een uitbreiding ondergaat, 
doordien bij het beschrijven van de figuren langs mechani- 
schen weg de amplitude voortdurend afneemt, zoodat de ge- 
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teekende figuren den indruk geven van een aantal fig. van 
Lissajous in elkander (feitelijk is het telkens één door- 
loopende lijn), en de stereoscoopplaten oppervlakken te zien 
geven. 

Het is zeer eigenaardig de vlakke krommen zich te zien 
buigen in de ruimte. 

Wie de moeilijkheden kent, die bij het maken van stereo- 
scoopplaten moeten worden overwonnen, zal de minder 
goede aanpassing bij de eerste plaat, bezichtigd door een 
gewone stereoscoop, wel over het hoofd willen zien. 

De vraag, die zich aan den wiskundige voordoet, is de 
vergelijking te bepalen der ruimtekromme, ontstaan als 
stereoscopisch beeld van twee overeenkomstige vlakke 
figuren met weinig verschiltende parameters. 


GEORG HELM, Die Grundlehren der höheren Mathematik. 
Leipzig, Akademische Verlagsgesellschaft, 1910. 

Reeds meermalen werd in het W. T. besproken, dat het 
onderwijs in hoogere wiskunde voor aanstaande ingenieurs, 
physici, chemici, enz. geheel anders behoort te zijn inge- 
richt dan voor theoretisch wiskundigen. 

Niet alleen de omvang van de stof, maar ook de volgorde 
moet een andere zijn, daar men technici, enz. zoo spoedig 
mogelijk het meest noodige moet mededeelen. 

Het boek van Helm geeft den cursus weer, aan de Tech- 
nische Hoogeschool in Dresden sedert 1906 gevolgd. Het is 
een leiddraad voor de studenten, die aangevuld moet wor- 
den door mondelinge voordracht, en door het uitwerken 
van vraagstukken. 

Een beknopte inleiding vermeldt de begrippen „veran- 
derlijke” en „functie”, aansluitend bij het reeds voorhanden 
begrip „goniometrische functie”. Daarbij sluit de graphische 
voorstelling aan, waarbij de rechte lijn, parabool, hyper- 
bool, enz. even vermeld worden. Het begrip „grens” wordt 
aan de hand van een repeteerende breuk ontwikkeld, en 
toegepast bij de wet van Hooke (uitgebreid door Bach), 
en bij de meetkundige reeks; de paradox van Zeno vindt 
vermelding. 

Daarbij sluit aan het begrip „afgeleide” en „diff. quo- 
tient”, welke besproken worden in verband met een sterfte- 
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tafel. De schrijfwijze met differentialen wordt als logischer 
schrijfwijze beschouwd dan die van het diff. quotient. 

Dadelijk volgt de toepassing op de bewegingsleer. Voort- 
durend worden in het boek toepassingen ontleend aan de 
natuurkunde, of aan de techniek, en niet uitsluitend aan 
de meetkunde. 

Bijv. de psychologische wet van prikkel en reactie, de 
afname van radiumemanatie, gedempte slingeringen, het 
beginsel der methode der kleinste kwadraten, stralings- 
energie, koers van een schip uit de aanwijzingen van een 
magneet, arbeid bij uitzetting van een gas, enz. 

Telkens aan het eind van een hoofdstuk worden de daarin 
afgeleide formules nog eens bij elkander geplaatst. Een 
dikke verticale streep vestigt er de aandacht op. Zulk een 
streep wordt ook midden in een hoofdstuk geplaatst om 
een belangrijke uitspraak goed te doen uitkomen. 

Bij het bepalen van de raaklijn worden parabool, hyper- 
bool, cirkel, ellips, eycloïde genoemd. Maximum en mini- 
mum worden zeer kort besproken; onbepaalde vormen 
vollediger. 

Dan volgt de onbepaalde integraal als omgekeerde bewer- 
king van het differentieeren; daarna de bepaalde integraal, 
waarbij gewezen wordt op de afleiding van zwaartepunt, 
inhoud van een omwentelingslichaam, traagheidsmoment. 

Hierdoor is de student voorloopig op de hoogte van het 
gebruik van differentialen en integralen. De schrijver laat 
nu een afdeeling volgen over vectoren en momenten, waar bij 
de rectificatie van krommen en bepaling van oppervlakken 
ingelascht wordt. 

Een hoofdstuk is gewijd aan den planimeter van Amsler, 
een ander aan den regel van Simpson. 

De pool-coördinaten geven aanleiding tot definitie der 
kegelsneden (richtlijn en brandpunt), terwijl lemniscaat, 
cardioïde, spiralen kort behandeld worden. 

Eerst nu volgen de transformaties bij translatie en rota- 
tie der coördinaatassen. 

De hoogere algebra komt dan weder met convergentie 
van reeksen, als inleiding tot de reeksen van Taylor en 
Maclaurin; deze laatste wordt in verband gebracht met 
osculatie- en kromtecirkel, en aanraking van hoogere orde. 


58 


Uit den aard der zaak wordt de formule van de Moivre 
besproken, terwijl de hoofdeigenschappen van hyp. sinus 
en cosinus genoemd worden. 

Daarna volgen „betrekkingen tusschen drie verander- 
lijken” De oppervlakken en lijnen in de ruimte zijn in 
duidelijke figuren voorgesteld. 

Bij de poolcoördinaten laat schrijver niet na er op te 
wijzen, dat de elementen den vorm hebben van steenen in 
een koepelgewelf of tongewelf. Dergelijke gewelven wor- 
den ook in vraagstukken vermeld. 

De beteekenis der partieele differentiaalquotienten is 
door figuren verduidelijkt; het bepalen van fouten is daarbij 
vermeld. Meervoudige integralen worden gebruikt voor 
inhoudsberekening. 

Het boek neemt dan weder een geheel andere richting 
door de analytische behandeling der rechte lijn (dubbel- 
verhouding, involutie, enz.; normaalvergelijking, asymp- 
toten), van den cirkel (krommingscirkel), van de kegel- 
sneden (onderzoek der verg. van den 2en graad, pool en 
poollijn, projectiviteit, lijncoördinaten). 

Daarna volgen differentiaalvergelijkingen (barometrische 
hoogtemeting, stroomsterkte bij zelfinductie, omhullenden, 
trajectorien, elastische lijn, kettinglijn, gedempte slinge- 
ringen), het integreeren van rationale, irrationale en trans- 
cendentale functies (loxodroom); differentieeren van inte- 
gralen, integratie door reeksontwikkeling ; interpolatie. 

In de ruimte worden behandeld: de hoek van lijnen en 
vlakken ; coördinatenverandering; lijn, vlak en opper vlak- 
ken van den tweeden graad, maxima en minima, raak- 
vlakken en normalen; kromme lijnen; kromming van 
vlakken. 

Wat bij uitgebreide behandeling der wiskunde naast 
elkander wordt besproken, is hier achter elkander gekomen. 
Voor niet-wiskundigen geeft dit een goede afwisseling. 

Ingenieurs, enz. in de praktijk, die nog eens een of ander 
onderdeel willen nalezen, vinden de hoofdzaken beknopt 
en duidelijk weergegeven. 


Dr. HERMANN FüRLE. Kin Rechenblatt zur Auflösung der 
Gleichung vierten Grades mit Hilfe des Zirkels. Mit einer 
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Tafel. Wissenschaftliche Beilage !) zum Jahresbericht der 
9 Realschule zu Berlin. Ostern 1910. 

Berlin. Weidmannsche Buchhandlung 1910. 

Voor de oplossing van vierdemachtsvergelijkingen heeft 
de schrijver een rekenplaat ontworpen, waarop met behulp 
van een veranderlijken cirkel en een vaste kegelsnede 
gewerkt wordt. 

De rekenplaat is ook bruikbaar voor het oplossen van 
derdemachts- en vierkantsvergelijkingen, het trekken van 
vierde- en derdemachtswortels. In 1902 gaf de schrijver 
als Wissenschaftliche Beilage: „Rechenblätter”. Hij was 
tijdens het schrijven ervan onbekend met de werken van 
d'Ocagne;*) zijn mededeelingen komen in verschillende 
opzichten overeen met die van d’O., doch bevatten ook 
andere vormen van rekenplaten. 

In 1899 bevatte de Wiss. Beil. een bespreking van den 
schrijver over de theorie van de rekenliniaal, waarbij een 
bijzondere inrichting van de liniaal wordt aangegeven, en 
het gebruik vermeld wordt voor het oplossen van ver- 
gelijkingen. 


1. GOLLER. Raumlehre mit geometrischem Zeichnen für 
Volks- und Mittelschulen, Fortbildungsschulen und zum Selbst- 
unterricht. Lehrerausgabe. 2te Auflage. 

Stuttgart, Adolf Bonz & Comp. 1910, 4 Mark. 

Het motto van Zeiszig: „Wer den Raumformen des Geo- 
metrie-unterrichts Leben einhauchen will, muss sie auf 
Sachen beziehen und von der heimischen Dingwelt ausgehen” 
boven de inleiding, wijst duidelijk de richting van het boek 
aan. Voor de volksscholen verlangt de schrijver niets meer 
dan aanschouwing, (uitgaande van gebouwen, gedenktee- 
kens, tuinen, velden, enz.) voor de middelscholen boven- 
dien bewijzen in eenvoudigen vorm. 

Bij rechte lijn en cirkel worden eenvoudige. bandver- 
sieringen en ornamenten geteekend; later volgen eenvoudige 
geveltjes en eenvoudige vlakversieringen, spits- en rond- 
bogen, enz, welke de leerlingen moeten nateekenen op 
andere schaal. 


1) Zie W, T. Gen jaarg., bladz 257, noot. 
2) Zie W.T. Sen jaarg., bladz. 184, 
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Na den cirkel wordt iets gezegd over de constructie 
van een ellips, spiraal en eirond. Het trekken van den 
vierkantswortel (met figuren toegelicht) wordt behandeld, 
en toegepast op practische vraagstukken. 

De stereometrie legt den nadruk op het berekenen van 
oppervlakken en inhouden. Een afzonderlijk hoofdstuk 
over het projecteeren van lichamen (rechte en scheeve 
projectie) is bijgevoegd; de. bedoeling van den schrijver 
is, dat dit tegelijk met de stereometrie verwerkt wordt. 

Als aanhangsel wordt de. verhouding van lijnen en de 
gelijkvormigheid besproken. Hier en daar zijn geschied- 
kundige mededeelingen ingelascht. 


NIELSEN und LANGEL. Planimetrie und Stereometrie für 
Landwirtschaftsschulen. 155 bladz. Serie Landwirtschaftliche 
Unterrichtsblätter Berlin. Paul Parey, 1910. M. 2,50. 

Uit den titel blijkt reeds, dat de wiskunde als een hulp- 
vak beschouwd wordt. Daarom hebben de schrijvers 
nauwe aansluiting gezocht bij de praktijk. Bij den cirkel 
worden eenvoudige ornamenten ter constructie gegeven ; 
bij gelijkvormige voorwerpen de hoogte van boomen, enz. 
bepaald, figuren op andere schaal geteekend; de stelling 
van Pythagoras dient om den afstand van twee punten te 
bepalen, die door een gebouw, bosch of water gescheiden 
zijn. Enz. 

De 325 figuren zijn zóó aangebracht, dat men den tekst 
gemakkelijk bedekken kan, zoodat men den leerling eigen- 
schappen kan laten aflezen uit een figuur. 

De stereometrie geeft figuren in scheeve projectie en 
behandelt (in ruim 30 bladz.) in hoofdzaak inhoudsberekening. 

De schrijvers hechten groote waarde aan aanschouwelijk- 
heid; vandaar het zeer groote aantal figuren. Daardoor 
behoeft ook minder op het bord te worden geteekend. Zij 
maken behoorlijk gebruik van beweging van figuren, en 
laten niet na empirische waarneming te hulp te roepen. 
De symmetrie is een belangrijk hulpmiddel. Het onderwijs 
stellen zij zich heuristisch voor (de meetkunde leent zich 
daartoe beter dan algebra). 

Het aantal vraagstukken en constructie-opgaven is zeer 
groot in vergelijking van den tekst. Zij vormen met den 
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tekst een samenhangend geheel. Sommige constructies 
kunnen in de figuren van het boek zelve worden uitge- 
voerd. 

Eenige bladzijden geschiedenis zijn aan het eind bijge- 
voegd. 


ROSSMANITH-—SCHOBER. Grundriss der Geometrie in Ver- 
bindung mit dem geometrischen Zeichnen. Elfte Auflage. Nach 
den neuen Lehrplânen bearbeitet von Franz Bergmann. 

Wien, A. Pichlers Witwe & Sohn, 1910. 

DeelsbertOl bladz 153 figuren) 1 KK. 60h. 

ae AE 5 182 SSD 
_ Reeds in den aanvang wordt een afbeelding gegeven 
van een teekenbord met haak en driehoeken, de inrichting 
van een teekening, en de verschillende vormen van lijnen 
(dik en dun, getrokken, gestipt, enz.) Daardoor is de 
richting van het boek gekenmerkt. 

Na het bespreken van rechte lijn, cirkel en hoeken wordt 
de kubus gebruikt om de belangrijkste standen van lijnen 
en vlakken in de ruimte ten opzichte van elkander te be- 
spreken, waarbij de drievlakshoek afzonderlijk wordt na- 
gegaan. 

Daarna volgt behandeling van den driehoek, symmetrische 
figuren, hoofdeonstructies, symmetrie in de ruimte, con- 
structie en congruentie van figuren. 

Bij den vierhoek wordt onmiddellijk de centrische sym- 
metrie vermeld en toegepast. Bij gelijkvormigheid wordt 
onmiddellijk het gelijkvormigheidspunt gebruikt. 

Daarna volgen afbeeldingen van prisma, pyramide, de 
regelmatige lichamen, met vermelding van namen, en 
zonder berekeningen. Dan wordt de cirkel nader besproken ; 
koorden- en tangentenvierhoek worden naast elkander be- 
handeld. Daarop volgen cilinder, kegel, bol, zonder be- 
rekeningen ; enkele meetkundige plaatsen. 

Dan oppervlakbepaling en -berekeningen (enkele opgaven 
waarbij de afmetingen van een veld bepaald worden door 
het aantal stappen of den tijd) en inhoudsberekening. 

Het tweede deel behandelt de kegelsneden (meetkundig) ; 
de onderlinge ligging van lijnen en vlakken; het projec- 
teeren ; gecoteerde projectie met opgaven uit de terreinleer ; 
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beschrijvende meetkunde; scheeve projectie; schaduw- 
bepaling. 

De bedoeling van het boek is blijkbaar om de leerlingen 
in korten tijd op de hoogte te brengen van wat zij in de 
praktijk noodig hebben. 


OSWALD VEBLEN and JOHN WESLEY YOUNG. Projectie 
Geometry. Volume I, 334 bladz. 

Boston-London. Ginn and Company, 1910. 15 sh. 

Het boek is geschreven voor Amerikaansche studenten. 
De schrijvers maken gebruik van de nieuwere onderzoe- 
kingen betreffende de grondslagen der meetkunde; in het 
eerste deel wordt echter niet alles daarvan opgenomen, 
maar wordt uitgegaan van een aantal „onderstellingen”’ 
(de schrijvers gebruiken dien naam in plaats van „axioma’s), 
die voorloopig voldoende zijn. 

Zij geven in het eerste hoofdstuk een eenvoudig voor- 
beeld hoe een wiskunde logisch kan worden opgebouwd. 

Bij de dualiteit wordt een enkel woord gebruikt: 

a point lies on a line, a line is on a point, 

a line is on a plane, a plane is on a line, 

a plane is on a three-space, a three-space is on a plane. 

De schr. houden zich echter niet voortdurend aan deze 
terminologie. 

In het tweede hoofdstuk, over projectief- en perspectief- 
zijn komen configuraties ter sprake; in het bijzonder die 
van Desargues. Een 26-tal vraagstukken worden ter op- 
lossing gegeven. Ook bij de volgende hoofdstukken zijn 
meer of minder vraagstukken gevoegd, waarvan sommige 
eigenschappen vermelden, die bij een meer uitgebreid boek 
in den tekst zouden zijn opgenomen. 

Het derde hoofdstuk behandelt de projectiviteit van de 
grondvormen, (primitive geometric forms). Daarbij wordt 
het begrip groep ingevoerd. 


Daarna worden de harmonische verdeeling en stralen- 
bundel besproken, de hoofdstelling voor projectiviteit, in- 
volutie, collineatie. 

Dan de kegelsneden met de theorema’s van Pascal en 
Brianchon, poollijnen, het theorema van Desargues, enz. 
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De volgende hoofdstukken zijn getiteld: algebra van 
punten en één-diminsionale coördinatenstelsels (optellen 
en vermenigvuldigen van punten, niet-homogene coördinaten, 
dubbelverhouding, homogene coördinaten op een lijn); 
coördinatenstelsels in twee en drie dimensies (gelijktijdige 
punt- en lijncoördinaten, vergelijking van een kegelsnede, 
lineaire transformaties in een vlak en in de ruimte, eindige 
ruimten); projectiviteit in één-dimensionale ruimten (trans- 
formatie van kegelsneden, projectieve eigenschappen van 
kegelsneden, involuties); meetkundige constructies, inva- 
rianten (graad van een meetkundig vraagstuk, zevenvoudig 
perspectieve driehoeken, het theorema van Taylor); pro- 
jectieve transformaties in twee dimensies (gebruik van 
matrices, dubbelpunten en dubbellijnen, polariteit); families 
van lijnen (regeloppervlak, projectieve kegelsneden, kwa- 
dratisch oppervlak door negen punten, de lineaire congru- 
entie, het lineaire complex, de Plücker’sche lijncoördinaten). 

De 114 figuren zijn netjes en duidelijk. 


Dr. Huco DINGLER. Die Grundlagen der angewandten 
Geometrie. Kine Untersuchung über den Zusammenhang 
zwischen Theorie und Erfahrung in den exakten Wissen- 
schaften. 

Leipzig, Akademische Verlagsgesellschaft m.b. H., 1911. 

Wie ooit met een schaaf of met een vijl een plat vlak 
heeft willen verkrijgen, weet dat slechts na veel oefening 
iets dragelijks bereikt wordt. Toen de stoommachine zich 
begon te ontwikkelen, moesten de werklieden langzamer- 
hand gevormd worden, die behoorlijk passende onderdeelen 
konden afwerken. De techniek heeft snelle vorderingen 
gemaakt, zoodat men bij sommige voorwerpen tot op een 
honderdste milimeter nauwkeurig werkt. 

Men verkrijgt daarbij een plat vlak door drie vlakken 
te vervaardigen, welke ongeveer plat zijn, en die op elkander 
te slijpen, totdat ze zuiver op elkander passen. Met behulp 
van deze vlakken worden ijzeren linialen vervaardigd; de 
snijlijn van twee zijvlakken daarvan is dan een rechte lijn. 
Dit voorbeeld gebruikt de schrijver om van vlak, rechte, 
en dus ook punt „empirische definitie” te geven. Hij doet 
dit na een korte inleiding; na een onderzoek betreffende 
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de onderzoekingen omtrent de grondslagen der meetkunde, _ 


zoowel logische als met behulp der empirie ; na mededeeling 
van pogingen om den aard van onze ruimte door meting 
vast te stellen; en na een bespreking van de empirische 
meetkunde. 

Uitkomsten zijn: dat het axioma der evenwijdige lijnen 
(door schr. parax genoemd, als verkorting van parallelen- 
axiom) logisch onafhankelijk is van de andere axioma's ; 

dat de meetkunde eerst door verbinding met de werkelijke 
ruimte tot een werkelijke wetenschap wordt; 

dat door meting nimmer zal kunnen worden beslist of 
onze ruimte enklidisch, of riemannsch of lobatschewky’sch is; 

dat er een zeer nauw verband bestaat tusschen theorie en 
ervaring, welk verband tot nu toe vrij wel geheel uit het 
oog verloren werd. Om de metrische meetkunde op te 
bouwen is behalve rechte lijn en vlak ook nog het „onver- 
anderlijke lichaam” noodig. 

Als typisch voorbeeld daarvan noemt schr. den standaard- 
meter ; hij doet duidelijk uitkomen, dat het begrip van zulk 
een lichaam geheel afhankelijk is van de ontwikkeling 
der techniek, en dat voortdurende benaderingen meer 
en meer doen naderen tot een zuiver, onveranderlijk 
lichaam. 

Dat lichaam wordt beschouwd in verband met het parax, 
terwijl de onderzoekingen van Riemann, Helmholz en Lie 
vermeld worden. 

De theorie der toegepaste wiskunde blijkt onderdeel van 
het onderzoek, hoe theoretische wetenschappen in het 
algemeen met de werkelijkheid samenhangen. Dit wordt 
door schr. ontwikkeld. Hij maakt daarbij gebruik van het 
oekonomie-beginsel van Mach. 

Uit elementaire verschijnselen worden meer samenge- 
stelde verkregen. 

Om te besluiten tot het aanwezig zijn van een elementair 
verschijnsel wordt dit bepaald volgens het genoemde be- 
ginsel; de wetten, waaraan het moet voldoen, worden ook 
volgens dat beginsel afgeleid, terwijl door proefneming de 
overeenstemming met de theorie wordt onderzocht. 

De bespreking daaromtrent wordt gevolgd door een 
onderzoek betreffende de nauwkeurigheid, waarbij schr. 
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zijn beginsel der toenemende nauwkeurigheid (Genauig- 
keitsschichten) toepast. 

Het blijkt, dat de meetkunde geen zuiver logische weten- 
schap is, maar een natuurwetenschap, die meer dan eenige 
andere ontwikkeld is. Het onveranderlijke lichaam moet 
daarbij een uitgangspunt zijn. Elke constructie is een proef- 
neming, doeh nimmer kan men met behulp van het meetkun- 
dig teekenen uitmaken of onze ruimte al of niet euklidisch is. 

In het laatste hoofdstuk (der Aufbau) wordt even gebruik 
gemaakt van de algebra der logica. Overigens is het voor 
een leek op philosophisch gebied zonder groote inspanning 
te volgen. 

In de voorrede wordt het boek van onzen landgenoot 
Mannoury (Methodologisch und Philosophisches zur Ele- 
mentar-Mathematik) met lof genoemd. 


ORALESTOEKEN 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofdredac- 
teur voor 25 Dec. 1911. Nieuwe opgaven, vergezeld van de 
oplossingen, worden gaarne ingewacht 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk vel 
pap: te nemen. 

In anders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel moeite 
bespa. 2n door: 

le nder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven 
dan ee ruimte van 6 of 8 cM. open te laten ; 

Ze vrarna hun oplossing te laten volgen met opschrift : 
FOSSINGS VONK. 

8e boven de B te schrijven: (Met . .. fig.) als dit het 
geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te voegen, 
elk voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens Ze en 3e. 


341. Gegeven een cirkel en in zijn vlak een punt; bewijs 
‚dat de maximum-driehoek van alle, die tot hoekpunten heb- 
ben het gegeven punt en twee punten op den cirkelomtrek, 
gelijkbeenig is, en dat het middelpunt van den cirkel een 
merkwaardig punt in den driehoek is. 

’s Hertogenbosch. C. A. CIKOT. 

Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. 5 
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942. Bewijs een soortgelijke eigenschap voor den driehoek 
met maximum omtrek. C. A. CIKOT. 


943. Door een punt binnen een hoek een lijn trekken, 
zóó dat de som der stukken van de beenen afgesneden, 
minimum is. (De lijn door het hoekpunt wordt uitgesloten). 

C. A. CIKOT. 


344. In een geliĳjkzijdigen driehoek met een zijde =a 
heeft een punt afstanden 5 en ce van twee hoekpunten. 

Den afstand tot het derde hoekpunt te bepalen. 

Kampen. J. V. D. GRIEND JR. 


945. De minimumwaarde van de som PA + PB + PC, 
waarin ABC een gegeven driehoek met hoeken kleiner 
dan 120%, en P een veranderlijk punt van zijn vlak is, uit 
te drukken in de zijden van dien driehoek. 

J. V. D. GRIEND JR. 


346. In een driehoek is in het algemeen het kwadraat 
van de kleinste afstandensom van een punt tot de hoek- 
punten kleiner dan de som van de kwadraten der drie zijden. 

J. V. D. GRIEND JR. 


941. Te bewijzen, dat in een driehoek, waarin een zijde 
rekenkundig middelevenredig is tusschen de beide andere, 
de verbindingslijn van de middelpunten van in- en om- 
geschreven cirkel rechthoekig staat op een der bissectrices. 

J. V. D. GRIEND JR. 


548. Van een vierzijdige pyramide IABCD is gegeven 
het vlak van A IAB, benevens deze driehoek zelf, A ICD 
en de eigenschap dat ’t grondvlak ABCD een gelijkbeenig 
trapezium moet zijn. Te bewijzen dat de M.P. der ribben 
IC en ID uit twee omwentelingskegels bestaat, waarvan 
de grondvlakken onderling // en loodrecht vlak IAB zijn. 

Amsterdam. D. POSTMA. 


349. De raaklijn en de normaal in een punt M van een 
kromme lijn snijden de assen OX en OY in de punten 
T, T’; N, N. De lijn door N’ evenwijdig aan OX getrokken, 
snijdt de loodlijn in O op OM in een punt P. De projectie 


van P op OX zij R. Bepaal de kromme, als op constant is. 
Charleroi. DR. J. ROSE. 
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850. De raaklijn in een punt M van een kromme lijn 
ontmoet in S de loodlijn op OM in den oorsprong O op- 
gericht. Bepaal de kromme, als het zwaartepunt van 
driehoek OMS op de lijn ligt, die door M evenwijdig aan 
OX is getrokken. DR. J. ROSE. 


8D1. Gegeven twee cirkels O, en O,. Een punt P bezit 
de eigenschap, dat de poollijnen van P t.o. van O, en O, 
elkander rechthoekig snijden. 

Bewijs : 

I. de meetk. plaats van P is een cirkelomtrek Os. 

II. als P den cirkelomtrek OO; doorloopt, dan zal de 
poollijn van P t.o. van O, een parabool omhullen: de as 
dezer parabool valt samen met de lijn der middelpunten 
van O, en O;, en de topraaklijn der parabool is tevens 
de machtlijn van O, en Os. 

Maastricht. J. TUMMERS. 


952. Bepaal de reeks der geheele getallen, waarbij elk 
KE en GX Ye terwijl: X—Y= 
=(t—y)*. (@, y, X en Y zijn geheele getallen). 

’s Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 


855. ABC is een boldriehoek, AF, BE en CD zijn de 
bissectrices. Te bewijzen: 
cot BD + cot AE + cot CF = cot AD + cot CE + cot BE, 
J. N. VISSCHERS. 


954. Gegeven een cirkel M,‚ en 3 cirkels M,, M, en M,‚, 
welke dezen cirkel inwendig raken. T,., en Ts.4 zijn 


de lengten van de gemeenschappelijke uitwendige raak- 
lijnen van M, en M,, resp. M‚ en M,, terwijl P het ge- 
meenschappelijk raakpunt is van M, en M,. Zijn nu t, 
en t; de lengten van de raaklijnen uit P aan M,, resp. M; 
getrokken, dan geldt: T,.,: Ts. 4 =ts : és. 


Zoeterwoude. J. A. WERTENBROEK. 


355. Bepaal de meetk. plaats van de punten, waaruit 
de raaklijnen aan 2 geg. cirkels getrokken, eene gegeven 
verhouding hebben. 

Men vraagt een meetkundige oplossing. 

J. A. WERTENBROEK. 
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Vraag on Aatwaor. 


Vraag 48. Hoe herleidt men: 
HOH df 
da’ db’ de ' 
As=—t| df df df 
Gas Dee 
| Tee Ra | 
tot a’? (ass® — Aa2daa) +6’ (a,3° — 433din) + 
Jet (aia* —a411dze)? 
Deel II, bladz. 76 van v. Geer's Anal. Meetk. 
K. S. te R. 


Antwoord : Vult men de waarden voor oe enz. in, 


en 
da 


neemt men de factoren 2 weg, dan is: 
aa, + bas H-Cdis, AA, 2 + bass H-CAz3, AA, 3 Hbada3 +CA33 


— Az=| Wari tbaiodCais, d'aratb'arstC'aas, d'arstblasstcass 
rÁ 1 J 
ies Di c 
Nu blijkt de sub-determinant van a” te zijn: Ei 
A likate 


Ai2 Uz2 Uy3 
‚ 
AAA Under 
en dit is, daar a” =be —be, enz.: 
„| daa U23 „| 423 A12 „|l U12 A23 
ds3 U33 d33 U13 413 U23 
a’ b' c!' 
of: A12 Ud22 A23 
A13 423 A33 
Hieruit volgt: 
a’ b' c’ a’ b' cl a!’ b'' c’ 
—Âg=d'|A12 Aas AazlJ-b'|Ai3 A23 A33 | HC” |di1 ie A13 
413 423 d33 Ui1 U12 413 UAi2 As2 A23 
De coëfficiënt van b.v. a” b’ is dus: 
d23 Ais A23 A33 9 Ua3 Uig 
d33 413 Ui2 A13 433 d13 


en dus niet 0, zooals van Geer aangeeft. 
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Stellen wij 


D=| A12 A23 A33 


Ai3 423 U33 


Ui1 U12 | 


zoo vinden wij dus: 
—As=—=a"? D,, +2a”b' D,, +24’ ec” D, 3 + 
Jb? Do, +2" Dos HC? Dos. 
Wij kunnen ook schrijven : 

a’ b' c” 0 

Ai1 Ai2 A3 A7 

Ai2 A22 A23 b' 

Ais A23 A33 C” 


À ZE 
— A2 == 


Wij hebben geen fout kunnen ontdekken in onze afleiding. 
De conclusie aan ’t slot van bladz. 76 genomen naar aanlei- 
ding van formule (4) ondergaat evenwel geene verandering. 


R. CG. K. 
Naschrift. 
Past men de bewerking toe op: 

nr dy? +22 — ay — rz 2yz...==0, 


dan is de uitkomst (4) nul, doch wij vinden: 
dek A's pn 4 vab, J bc! En Cels) 
De doorsneden van dit oppervlak zijn toch niet allen 
parabolen, zooals de uitkomst van v. G. zou aangeven. 


Vraag 49. Naar aanleiding van de vraag bij het examen 
lagere wiskunde 1910: 

„Welke waarden moet men aan p toekennen, opdat 

(pH-V2) ax? — pr pa dav 
voor alle reëele waarden van a ?” 
wordt de vraag gesteld, hoe men het teeken van een 
drieterm van den tweeden graad 
X =an? + ba de 

kan bepalen. 

M. F. 


Antwoord. Voor een bepaalde waarde van x, zal X een 
zekere waarde verkrijgen. Om het teeken van deze 
„numerieke” waarde te leeren kennen, zonder te substitu- 
eeren, en dus die waarde van X zelf te bepalen, gaan 
we als volgt te werk. 
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X =arn? + be He 
== 4 (er Eet de) 


25 b? b? c 
ei 


=a (etos) | 


le geval. b? —4ac <0. 
b? —4ac {0, dus 4ac —b? > 0, dus 
Aac — zl 
Xa ( En) Aen egen 
Voor elke willekeurige waarde van x u X ‘hetzelfde 
teeken als a, de drieterm kan nooit =0 zijn. 
2e geval. b2 — 4ac =0. 


| re 
Xa (e + ze) 

Voor elke waarde van x, heeft X hetzelfde teeken als a. 

8 De en dan wordt X =0. 


3e geval. b? —4ac ) 0, 
jd Taas: 

dus voor Pe. An mogen we schrijven (SN, 
derhalve: 

EN De V(b? —4ac) \? 

Xa |(e +35) en 1) | 
bie b _V(b*—dac) le — 4ac 
zalt tig 2a |{e Dt d 


=a(r —#)(@ — x3), 
waarin we voor @, en x, de wortels bedoelen van 
ar? + be JC =0. 

Nemen we aan, dat «, ) «>, dan zijn (a — «;) en (@ — x) 
positief als » ) x,, en dan heeft dus X het teeken van a. 

Nemen we voor «@ een waarde {@&, dan zijn (@ — «,) en 
(ae — AL) negatief, en dus heeft X dan het teeken van a. ‘ 

Nemen we voor &@ een waarde, zóó dat #, > ax) x,, dan 
is (@ — «,) negatief, en (@ —@,) positief, dus dan krijgt X 
het tegengesteld teeken van a. 

Nemen we voor & een wortelwaarde «, of «,, dan 
wordt X =0. 
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Resumeerende: 

De numerieke” waarde van een drieterm van den 2en 
graad heeft altijd het teeken van den coëfficiënt van x?, 
behalve als de vergelijking twee reëele wortels heeft, en 
we voor & een waarde nemen, tusschen deze wortels in. 

Uit het bovenstaande volgt dus ook: 

Als men in het eerste lid van een op nul herleide vier- 
kantsvergelijking een waarde substitueert voor #, en de 
verkregen waarde heeft het tegengestelde teeken van den 
coëfficiënt van x, dan heeft deze vergelijking 2 reëele 
wortels, waarvan de eene grooter, de andere kleiner is 
dan dit getal. 

ax? + be +-e > 0. 

Deze ongelijkheid „oplossen” beteekent de waarden voor 
xe bepalen, waarvoor X > 0. 

Regel. Bepaal den „discriminant” 5? — 4ac. 


b° —4ac<0, X heeft het teeken van a. Is a>) 0, dan is 
voor alle waarden van #, X)0. Isa{0dan 
is voor geen enkele waarde van «, X ) 0. 


b? —4ac=0, X heeft het teeken van a, a>0. Voor alle 
waarden van «& is X >0, behalve voor @ = 
Sn dan is X—=0. a<{0, Voor geen 
enkele waarde van # is X > 0. 

b?—4ac)0, ar? Hb d-e=0 heeft 2 wortels. 
a)0. X)0, voor alle waarden van z, die 
met ligsen tusschen &, en x. a<0. X)0, 
voor alle waarden van «, die liggen tusschen 
ERO 

Eindhoven. V. TH. VAN DE VEN. 


Antwoord op vraag 50, bladz. 173, Ten jaarg. Akte Kv. 1900, 
Analytische Meetkunde No. 1: 

Op een rechthoekig assenstelsel is gegeven de parabool 

ZO DEE 

In de Z-as een punt zoodanig te bepalen, dat het de top 
is van een omwentelingskegel, die de parabool tot door- 
snede heeft en de vergelijking van dit kegelvlak op te 
stellen. 
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Oplossing. Zij T het gevraagde punt op de Z-as met 
coördinaten «=0, y=0, z==a, dan moet de afstand OT =a 
bepaald worden. De gegeven parabool ligt in het XY-vlak 
en raakt de Y-as in O. Neemt men op deze parabool een 
willekeurig punt S, dan is TS een beschrijvende lijn van 
den gezochten kegel. 

Een willekeurige lijn in de ruimte kan voorgesteld worden 
door de beide vergelijkingen : 

y= MEP, ZET Gan 

Gaat deze lijn door T, dan moeten de waarden # =0, 
y=0, z=a aan (1) voldoen, zoodat men vindt p =0,q =a. 
Een lijn door T is dus 

Ym Zn ta 

Zal deze lijn de gegeven parabool snijden, dan moeten 
de coördinaten van het snijpunt S voldoen aan de vier 
vergelijkingen : 


VE 
Elimineert men «, y‚, z uit deze vier vergelijkingen, dan 
vindt men de voorwaarde waaraan de grootheden m, n, a 
moeten voldoen, wil TS een beschrijvende van den be- 
doelden kegel voorstellen. 


Uit z=0, volgt #=— —, en y= en dus 
m'a? ____2pa 
na …— n 
of mtad-2pn=0. . Kn 0) 


De vergelijkingen (2) en (3) stellen nu RE: een be- 
schrijvende van den kegel voor. 

Om de vergelijking van dien kegel zelf te vinden, heeft 
men slechts de veranderlijke grootheden m en n uit (2) 
en (3) te elimineeren. Men vindt uit (2): 


med, n= 
hj EE 
. 3 OLNE mie 
dus uit (3): (4) api =0, 
OL aut pre A= 0 ete 


In (4) moet nu a zoo bepaald worden, dat de vergelijking 
een cirkelkegel voorstelt. De lijn TO is een beschrijvende 
van den kegel, en de lijn TP door T // OX eveneens. 
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Omdat het XZ-vlak de as des kegels moet bevatten, kan 
men deze as construeeren door den rechten hoek PTO door 
de lijn TM te halveeren. Is M het snijpunt dier deellijn 
met de X-as, dan zal het vlak in M + op MT gezet, den 
kegel moeten snijden volgens een cirkel met middelpunt M. 
Deze cirkel moge de gegeven parabool in S en in Q, en 
de lijn TP in P snijden. Uit een figuur blijkt gemakkelijk 
Oee dea verder MP=S=MT SMS ==ar2. 

De coördinaten van S zijn derhalve: 

WO DIAS Zi 

Deze moeten nu voldoen aan y? =2px, dus a—=p. Het 
punt T moet dus op de Z-as liggen op een afstand OT =p 
van 0. De kegel (4) wordt dan: 


ye 4-2 (ep) =O. 


Opmerkingen. le. Gaat men van de stereometrische be- 
schouwing uit, dan laat het vraagstuk zich korter oplossen. 
Want men heeft voor de coördinaten van 5: 

TERDEGE KM Nij 

waaruit: Jr AL GAT NGA TN 
of: erp, 
en deze #—=0OM==O0T, waarmee T gevonden is. Neemt 
men nu T tot nieuwen oorsprong, dan behoort de gevraagde 
kegel tot den bundel kwadratische oppervlakken, waarvan 
de cylinder Y*—=2pX, en de ontaarding X=0, 4=—p, 
twee exemplaren voorstellen. De bedoelde bundel is dus: 

(EES 2PX) jr AX (Zp) 0. 

Wil deze vergelijking homogeen zijn dan moet A =2. 
De gevraagde kegel is nu: 

NN Zi). 

Of op het oude assenkruis: 

y° +èale—p)=0. 

2e. Voldoen aan de homogeene vergelijking 

A1 L? H Az2y? H A33? +20, az H Zas yz + 2a, say =0, 
de coördinaten van het punt z, y, z, dan voldoen blijkbaar 
ook de coördinaten van het punt tx, ty, tz, als t een para- 
meter is. Daarom stelt iedere homogeene tweegraadsver- 
gelijking een kwadratische kegel voor met den top in den 
oorsprong van coördinaten. 

Utrecht. DR. J. VREESWIJK, 


14 


__ 


Vraag Sl. Verzocht wordt eene oplossing van de volgende 
twee vraagstukken, opgegeven op ’t Examen Kv. 1908: 


1. Men vraagt de drievoudige integraal 
2 y° z2 
ve ee 
2 2 2 
[[facavaze Ab b an 


te berekenen, als de integratie wordt uitgestrekt over het 
inwendige der ellipsoïde : 


L2 y" z2 ci: 
er rie eers 


2. Op een voerstraal der kromme met de vergelijking 
p2 =a® cos 26 


als middellijn wordt een cirkel beschreven, waarvan het 
vlak loodrecht staat op het vlak der kromme. 
Áls deze voerstraal een volle wenteling maakt, wordt 
door den cirkel een gesloten oppervlak beschreven. 
Gevraagd den inhoud van de ruimte, door dit oppervlak 
begrensd, in I'-functies uit te drukken. 


K. ik 
Antwoord. 1. Men stelle 
ek ai 
dan is Dd AN dn = grg dX 
en evenzoo dy = B dy, de = EPT d4; 


De gevraagde integraal wordt door substitutie dezer 
waarden 


fff arme AE TOEN vn 
KI OELS OT SO 


Men kan (op volkomen dezelfde manier als in vraagstuk 
1900 No. 2) de formule afleiden : 
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[fac araerergyrod tgn AS 


_ TP OT (m) T (1) | L-mn—1 
ST Um tn) | Re de 


xe) 0, yj0, z)0, B yteil. 


Deze uitkomst toepassende op onze integraal (1) vindt 


men : 
1 
3 vld 
Efe VT if 
0 


Stellende 1’u=t, dus e= Sede of du==2EdE vindt mien 


1 ce 
[ Bede if 2e PE dE 
0 


0 


maja te) den 


[teast |= 
=2 it Ph Brat | 


Deze reeks trens voldoende snel. 

De gevraagde integraal wordt ten slotte : 
abe (Vr)? tend A se e= 
8 . 4 War . 3 4 1 0 36 eee 


+ aber (4 To er, 


Opm. 1. De herleiding der integraal Í E2 PE kan 


0 
ook geschieden door herhaalde toepassing der formule 
Í NN 


Men heeft: 


je e5 z_|e Den [ee tafta] 


VdU, dus partiëel integreeren. 


16 
[est Ee [er erf fte] 
nd bes ad nd En 
-[et]e[e]e [ete 


Hierdoor wordt de gevraagde integraal 


ze EE 9 Wen — } aber (2 — 2 


waarin e=—=2,118.... Men vindt ongeveer a 


1 
Gpm. 2. De integraal | £2 Sr dE is een bijzonder geval 


van: 


a 


[ eed EE ed da. 


0 
Men zie hierover b.v. „Schömilch’” Compendium II: Un- 
vollständige Gammafunctionen. 


Utrecht. DR. J. VREESWIJK. 
2e Antwoord van A SINE) 
Grtie +) 
[| ALAS dae dydz, uitgestrekt over de 
Eken 
©, y de 
a Tj Her 5 
Voer de volgende transformatie uit: 
LAT, y=by;;, 2 Cy. 


Daardoor verandert de opgave in: 


el 2 2 2 
abc e RRC er ) ee, dy, de, , 


uitgestrekt over den bol #,? +4y,? +-2,° =l. 
Bepalen wij dezen integraal eerst over een bolschil 
hiken a 1 
ter dikte do. Dan verkrijgt men: 


| | | e Pda, dy, de, , waarin o constant is, 


1 


of Ae [ [ [ daer dyidern=— Aro?e Pd. 


Deze moet geintegreerd worden van o—=0 tot p=l; 
dus de gevraagde integraal is: 
1 


Ar abe | De rr de =— 20 5 abc. 
0 


Schiedam. W.F. GISOLF. 


Antwoord van vraag Sl (2). Beschouwt men van elken 
cirkel het omgeschreven vierkant, waarvan één zijde raakt 
aan den cirkel in den oorsprong. Van het lichaam door 
dit vierkant doorloopen, is het lichaam door den cirkel 


2 
doorloopen het En gedeelte. 


Nu wordt, afgezien van oneindig kleine elementen van 
hoogere orde, een element van het lichaam door het 
vierkant doorloopen, gevormd door een recht prisma, met 
rechte doorsnede p? en opst. ribbe 4 odp (Regel van Guldin). 

Men heeft derhalve voor één vierde gedeelte: 

7 


be dot dp, en dus voor het geheel 
0 
KK 


fs dp =a* | cosap)t azo 
0 0 


3 


AF 
7 3 
of is =a'f (cos b)° du. 
0 
Nu is uit de theorie der gammafunctie bekend: 
JES 
2 QA, 22 TT? (A) 
0 
Hier is 3—=2A—1 of A=ö en dus is 
ACE AAE 
TD Tera af de Ees 3 4) 
Ben Cee RCH 


en derhalve is de inhoud van het lichaam door den cirkel 
doorloopen : 


ber (5) To 


Schiedam. W.F. GISOLF. 


Antwoord op vraag 89, Gen jaarg., bl. 270. Het bedoelde 
„verschijnsel” kan als volgt verklaard worden. 
V‚,=4l(a? —I) ar? He t1}-1= 
—=4l(a? —1) a? +14? +41. 

Voor de bedoelde waarden wordt (a? —1)x? +1 een 
geheel vierkant, dat we gemakshalve p? stellen. Nu wordt 
V, =4p? — (4? — Aar +1) = Ap? — (22 — 1) = 
— (2p — 2e +1) (2p +2 —1). 

V‚=4l(a? —2) a? —aehHl}—-1= 
—=4l(a? —1) ax? +1] — (4? +4 HI) = 
=p — (2e +1)? =(2p — 2e —1)(2p 2-1). 

De som der gevonden factoren is in beide gevallen 4p. 

Opmerking. De opgave, (a? —1)ax? +1 tot een geheel 
vierkant te maken, waarbij a alle geheele, positieve waarden 
mag aannemen, is een bijzonder geval van de vergelijking 
van PELL in de gedaante, zooals zij bij de oudere schrijvers 
voorkomt, nl. ax? +1 =gy?, op te lossen in geheele getallen. 

Dit bijzondere geval is merkwaardig, omdat het zich 
rechtstreeks laat oplossen, zooals EULER in zijn: Vollstän- 
dige Anleitung zur Algebra aantoont, en omdat een indepen- 
dente formule kan afgeleid worden voor de nde waarde 
van «@ (en ook van y), welke de vergelijking in geheele 
getallen oplost. Voor x, hebben we nl.: 


Dn B en Tes lee (n — 3) (1 E Ok 4) (2a je Dn 
n—l 
_ (n—d)(n—b)(n —6) —7 “2 (voor ” 
1.2.3 a) Sen HD 
n 
f EE (voor n even). 


In dezelfde richting vindt men ook formules voor andere 
bijzondere gevallen van de vergelijking van PELL. 
Dergelijke formules voor het algemeene geval, 
ax? +1=y?, 
schijnen zeer moeilijk te vinden te zijn. Zijn de hierbe- 
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doelde formules nieuw? Indien dit het geval mocht blijken, 

dan komen wij er later misschien op terug in dit Tijdschrift, 

als de Redactie er een bescheiden plaatsje voor over heeft. 
Nieuw- en St. Joosland. C. BRAKMAN. 


Derde antwoord op vraag 46, bladz. 79 en 172, jg. 7. 

5. D. A. ROTHROCK. Elements of plane and spherical 
trigonometry, without tables. 

New-York. Macmillan, 1911, 8 vo. 11 + 147 bladz., 
1,10 dollar. 


Vraag 62. Waar zijn de tot nu berekende priemgetallen 
te vinden ? IGNorTUS te H. 

Antwoord. Tot 9 millioen waren zij al bijna dertig jaar 
bekend en uitgegeven door 

Burckhardt (Parijs 1814, 1816, 1817). 

Dase en Rosenberg (Hamburg 1862, 1863, 1665). 

Glaisher (Londen 1879, 1880, 1883). 

In 1909 is hier nog een tafel bijgekomen voor de getallen 
tusschen 9 en 10 millioen, uitgegeven door Derrick Norman 
Lehmer, op kosten van de Carnegie Institution of Washington. 


Q. 


Vraag 53. Door wien is de naam „radiaal” ingevoerd ? 
L. te H. 

Antwoord. Het schijnt, dat Muwuir, thans te Kaapstad, in 

1867 den naam „radian” voorstelde voor den modernen 
eenheidshoek. (aL 


Vraag 64. Verzoeke de oplossing van vraagstuk 1 Examen 
Wiskunde M.O. K.v. 1900. 
Integraalrekening : 
Bepaal den inhoud van het lichaam dat ontstaat door de 
wenteling van de lemniscaaat 


| (w° Hy?) =a? (a? —y?) 
om de X-as. 
Hs K. 
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borrespondenlig. 


De stelling medegedeeld Wisk. Tijdschr., Ten jaarg., 
bladz. 217, laat zich, meen ik, gemakkelijk tot de ruimte 
uitbreiden : 

Zijn n vlakken aanwezig, dan wordt het (n + 1I)ste vlak 
door de n vorige in 4(n? +n+2) vakken verdeeld. Daar 
ook hier ieder gedeelte der ruimte, dat door het nieuwe 
vlak gesneden wordt, in twee deelen verdeeld wordt, komen 
er telkens 4(n? + n+-2) deelen bij. Het aantal wordt dus 
gevonden door een reeks, waarvan de reeks op bladz. 217 
de eerste verschilreeks en de aanvangsterm 2 is. De nde 
term dezer reeks is d (n° + Dn + 6). 

Dus voor 1 vlak 2 deelen, voor 2 vlakken 4 deelen, voor 
3 vlakken 8 deelen, voor 4 vlakken 15 deelen, voor 5 vlak- 
ken 26 deelen, enz. 

ee v. E. 


Nieuw verschenen werken.’ 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgave van J. B. Wolters, Groningen. 

L. BĲ DE LEY. Beknopt leerboek der rekenkunde. 

se herziene druk 1911. f1,50, geb. f 1,75. 
Uitgaven van P. Noordhoff, Groningen. 

P. WIJDENES en Dr. D. DE LANGE. Rekenboek voor de 

Hoogere Burgerschool. le stukje, le druk, 1911, gee. f 0,90. 
Leerboek der Algebra. Deel I, 2e druk, 1910, 
gecmtels10, 

NN: WISSELINK. Kern van de meetkunde. 7e her- 
ziene druk. Met 102 figuren. 1911, f 0,50. 

Uitgave van G. Delwel, den Haag. 

J. L. KOK. Elementair Leerboek van het Boekhouden en 
de berekeningen in het Levensverzekeringsbedrijf. (Deel 
III van de Technisch comptabele bibliotheek). 1911. 
15,25. Geb. £6,00. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen resensie gegeven. 
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Bijdrage tof de wiskundige (heorie der 
Grenredige vertegenwoordigig 


DOOR 


Dr. H. ONNEN SR, (ben Haag). 


1. Het vraagstuk der evenredige vertegenwoordiging 
raakt meer de staatkunde dan de wiskunde. Toch is er 
een wiskundige kant aan. Bij de beantwoording der vraag, 
hoeveel der te kiezen vertegenwoordigers aan iedere partij- 
groep moeten worden toegewezen, om te voldoen aan den 
eisch, dat die getallen zooveel mogelijk evenredig zijn met 
de getalsterkte der partijen, doen zich namelijk kwesties 
voor, welker oplossing wel geen hoogere wiskunde vordert, 
maar waarvan de volledige behandeling toch in een ander 
dan een wiskundig tijdschrift niet op hare plaats is. 

In een artikel in „De Gids” t) over „de verdeeling der 
zetels over de verschillende partijgroepen bij evenredige 
vertegenwoordiging” moesten uitteraard alle wiskundige 
beschouwingen, hoe eenvoudig overigens ook, achterwege 
blijven. In de volgende bladzijden is het aldaar behan- 
delde in een wiskundig kleed gestoken. 


AL DA Aen er. A de getalsterkten van p partijen, 


n het aantal der te verdeelen zetels; zij verder: 
Art Ast tA,=E(A) =S, 
dan is het aantal zetels, dat aan eenige partij A toekomt, 
theoretisch : 
nÂ 
[ 9, 
of, als S/n, d.i. het aantal stemmen, dat recht geeft op één 
zetel — het zoogenaamde kiesquotient (quotient électoral) — 
—(Q gesteld wordt: 
Q' 
1) De Gids, Nov. 1911, 
Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. 6 
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Maar nu zal in het algemeen: 
A =aQ tr, 
dus: K 
ĳ 
(edentate) ed 


zijn, waarin « een geheel getal voorstelt, ter wijl 
r<Q en Osis, 


Theoretisch heeft dus elke partij recht op een zeker aan- 
tal geheele zetels «a en nog een breukdeel van een zetel #/Q. 

Summeert men de vergelijkingen (1) over alle partijen, dan 
vindt men, in aanmerking nemende, dat 2(A) =S en 
DAO 


(ye 
n=E@ + 
Alleen voor het zeer bijzondere geval, dat 2 (r)=0, dus 
Pr en 0 is, zal (4) =n zijn. In elk ander 
geval is: 
XE (a) Cn. 


FD \ 


3. De twee in gebruik zijnde methoden, om de tot geheele 
zetels samengevoegde breukdeelen #/Q op de billijkste 
wijze over de partijen te verdeelen zijn: 

1. de methode der grootste resten (Gr. B), 

2. de methode van p’HoNpr (d’H.). 

De methode van de Gr. R. gaat uit van het beginsel, dat 
het voordeel, dat eene partij A geniet, als haar boven het 
aantal verworven zetels «a nog één zetel wordt toegewezen, 
gemeten wordt door het breukdeel van een zetel, dat zij 
daardoor meer krijgt, dan haar theoretisch toekomt, dus 
door de grootheid: 

Atje er sk 
al Q 1 Q Er 

Dit bedrag is kleiner naar gelang 7 grooter is. Derhalve 
genieten, volgens dit beginsel, die partijen het geringste 
voordeel, die bij de deeling der partijsterkte A door het 
kiesquotient Q de grootste resten overlaten. Aan deze 
worden dan de nog overblijvende zetels toegekend. 

Men kan het voordeel ook uitdrukken door het aantal 


Ee Tr een 
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stemmen Q,—, dat de partij sterker zou moeten zijn, om 
recht te krijgen op «a +1 zetels. 

Bij de methode d’H. wordt het voordeel, dat de partij 
door één zetel meer geniet, op een andere wijze beoor- 
deeld, namelijk door het bedrag, waarmede de zoogenaamde 
kieskracht (force êèlectorale) van elk kiezer der partij de 
theoretische kieskracht overtreft. Met de kieskracht van 
een kiezer wordt bedoeld het aandeel, dat hij heeft in de 
vertegenwoordiging. Theoretisch behoort dit voor elk kiezer 
te zijn n/5 =1/Q. Ontvangt nu een partij A één zetel meer, 
dan wordt de kieskracht in die partij: 


ad 1 1 

REAR Bia enn) 
te groot. En dit bedrag is kleiner, naar gelang (x + 1)/A 
kleiner is. 

Men kan ook aan de omgekeerde waarde van deze breuk 
een beteekenis hechten. De getalsterkte der partij, gedeeld 
door het aantal vertegen woordigers dier partij, geeft namelijk 
aan, hoeveel kiezers door één afgevaardigde vertegen- 
woordigd worden en is dus voor de partij wat het kies- 
guotient is voor alle kiezers te zamen. Wij noemen dat 
quotient het partijguotient. 

Theoretisch zouden alle partijguotienten even groot en 
gelijk Q moeten zijn. Met « zetels is het voor een partij A. 


A 
5 =Q 
te groot; met één zetel meer is het 
JN 
Qt 


te klein. Hoe kleiner dit laatste verschil is, dus hoe grooter 
het partijguotient wordt bij vermeerdering van het aantal 
reeds verworven zetels met 1, des te kleiner is het voor- 
deel, dat de partij daardoor geniet en des te meer aan- 
spraak kan zij doen gelden op een der nog onbezette zetels. 


4, Wanneer men in de uitdrukking (2) voor hetgeen de 
kieskracht door toevoeging van 1 zetel te groot wordt « 
vervangt door (A —7)/Q,, dan komt er: | 


Srl Ee 
A 


ae md bat 
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En nu blijkt duidelijk het onderscheid tusschen de twee 

manieren, om het voordeel te meten, dat een partij geniet, 
als zij er één zetel bij krijgt. Bij de methode der Gr. R. 
wordt het aangegeven door het breukdeel van een zetel, 
dat de partij te veel ontvangt; het wordt dus onafhankelijk 
geacht van de partijsterkte. Bij d'’H. wordt dit zelfde 
breukdeel nog gedeeld door de partijsterkte, zoodat bij 
gelijke stemresten het voordeel kleiner is, naar gelang de 
partij sterker is. 

Hieruit volgt, dat, wanneer twee partijen volgens de 
Gr. R. evenveel aanspraak hebben op een nog vacanten 
zetel, omdat zij gelijke stemresten overlaten, de methode 
d’H. dien zetel altijd toekent aan de sterkste der beide 
partijen. 


5. De vraag, welke methode de voorkeur verdient, is 
niet wiskundig te beantwoorden. Wel hebben de Heeren 
G. LA CHESNAIS, als voorstander van de methode der Gr. R, 
en EMILE MACQUART, als verdediger van de methode d’H., 
beurtelings getracht, door allerlei algebraïsche en arith- 
metische evoluties de juistheid van hun standpunt te be- 
wijzen (£), maar geen van beiden is er in geslaagd, zijn 
tegenstander te overtuigen. Terecht, naar ik meen, zegt 
dan ook een ander schrijver (?) hieromtrent: c'est un argu- 
ment de sentiment, et non pas de logique, qui nous conduit 
à adopter lun des systèmes plutôt que l'autre.” 

Dit neemt niet weg, dat een stelkundige behandeling 
een beter inzicht geeft in het wezen van elke methode, 
dan men door middel van getallenvoorbeelden verkrijgen 
kan. Bovendien stelt zij ons in staat, na te gaan, welke 
afwijkingen van de theoretische oplossing elke methode 
hoogstens kan vertoonen, zoodat wij een maatstaf hebben, 
om in elk bijzonder geval de afwijkingen, die zich daarbij 
voordoen, te kunnen beoordeelen. 


6. Volgens het beginsel van d'HoNpr wordt dus één 
der n— X(«) nog vacante zetels toegekend aan de partij, 


(*) Revue DE ie Rose) 1905 II p. 545 en 584; 1907 Ip. 161, 
199 en 342; 1907 11 p. 


(2) A Nen en Revue générale des sciences, 30 Oct. 1910. p‚ 846, 
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waarvoor het quotient A/(at-1) het grootst is. Voor elken 
volgenden zetel heeft men telkens slechts de getalsterkte 
der partij, die er den vorigen zetel bij kreeg, te deelen 
door het met 1 vermeerderde aantal daardoor verworven 
zetels en dan het grootste van alle voorhanden quotienten 
uit te zoeken, totdat alle n zetels bezet zijn. 

Men ziet gemakkelijk in, dat op deze wijze hetzelfde 
resultaat verkregen wordt, als wanneer men de reken- 
wijze volgt, zooals die oorspronkelijk door p’ HONDT was 
voorgeschreven en die hierop neerkomt, dat men alle 
partijsterkten achtereenvolgens deelt door 1, 2, 3, enz. en 
dan de „n grootste quotiënten uitzoekt. 

Stel nu, dat het aantal zetels, dat de verschillende par- 
tijen aldus verkregen hebben, resp. bedraagt: a,, a, ... 
Us zoodat 2 (a)=n is. Zij voorts Äj de partij, die den 
laatsten zetel kreeg, dan is, als Á, de getalsterkte eener 
willekeurige partij voorstelt: 

ÀÁ. À Ä 


d £ nd 


mms 


C et 
a, +1 ] a, 


waarin het gelijkteeken geldt voor 4=l. 


’ 


ZN 


Hieruit volgt: 


d. w. z. deelt men elke partijsterkte door het laatst ver- 
kregen quotient, dan geven de geheelen in de uitkomst 
het aantal zetels aan, dat aan de partij toekomt. 

Laat verder: 


An +1 
A 
het quotient zijn, dat in grootte op re volgt en dus A, 
j 


de getalsterkte der partij, die den (2 1)en zetel zou 
krijgen, als er (n +1) zetels beschikbaar waren, dan is: 


sl Sn Sr 
De 
OL 
de & di Za: +1 
er An A 
ae 


Behalve voor de partij ee zal ook de deeling van elke 


partijsterkte door het quotient 


voor iedere partij het haar toekomend aantal zetels op- 
leveren: 

Uit een en ander volgt, dat, als men eenig getal q, 
voldoende aan : 


Res Sn OE 


in plaats van Q als kiesquotient gebruikt, de daardoor 
aan de verschillende partijen toegekende zetels te zamen 
juist gelijk zijn aan het aantal te verdeelen zetels. Met 
een getal, buiten deze grenzen gelegen, zouden ôf te veel 
òf te weinig zetels uitgedeeld worden. 

Vandaar, dat men de zoo vernuftig door D'HONDT uitge- 
dachte rekenwijze ook beschouwen kan als de oplossing 
van dit probleem: in plaats van het ware kiesquotient Q, 
een hulpkiesquotient q te zoeken, waardoor al de beschik- 
bare zetels terstond over de gegeven partijen verdeeld 
worden. 

Aldus gesteld geeft het vraagstuk te verstaan, dat men 
den eisch der onderlinge gelijkheid van de kieskrachten 
a/A (resp. der partijquotiënten A/a) als van overwegend 
belang beschouwd wil hebben, terwijl men den eisch der 
gelijkheid aan de theoretische kieskracht n/S =1/Q, (resp. 
het ware kiesquotiënt S/n = Q) laat varen. 


E 
„ 
k 
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1. Duidt men de rest der deeling eener partijsterkte A 
door een hulpkiesquotiënt q aan door p en summeert men 
de vergelijkingen : 

A==agdp 
voor alle partijen, dan komt er, daar X (A) = Sen X (a) =nis: 
D= nq + XZ (p). 


Daar es > O en (q is, zal 


0 < 2 (Pe) <pq 
zijn. Substitueert men deze grenswaarden van X (0) beur- 
telings in de laatste vergelijking, dan vindt men ten slotte : 
S de) 
np @ q { a ON A ek ME (4) 
Buiten deze grenzen kan een hulpkiesquotiënt nooit liggen. 
„De grenzen (8), binnen welke q in elk bijzonder geval 
willekeurig kan gekozen worden, zijn natuurlijk enger. 


8. Door in de methode d’H. één enkele wijziging aan te 
brengen, verkrijgt men de methode, die niet lang geleden 
door den Franschen wiskundige SAINTE-LAGUÊ (S.-L.) is 
aanbevolen. (+) 

Deze wijziging bestaat hierin, dat men in de uitkomsten 
der deelingen van de partijsterkten door een kiesquotiënt 
niet de breuken alle verwaarloost, zooals d’H. doet, maar 


den gewonen regel toepast, dat elke breuk 55 1 gelijk 1 en 


elke breuk {+4 gelijk 0 gesteld wordt. 

S-L. komt echter langs een gansch anderen weg tot zijn 
verdeelingsmethode. En zijne redeneering lijkt mij zoo 
eigenaardig, dat ik niet kan nalaten, haar hier in het kort 
Weel tEven. 

Hij waat uit van het beginsel, dat de kieskracht van elk 
kiezer in alle partijen zooveel mogelijk gelijk n/S behoort 
te zijn. Wanneer nu aan een partij, die A stemmen heeft 
uitgebracht, a zetels worden toegekend, is de kieskracht 


(1) Revue générale des Sciences, 30 Oet. 1910, p. 846: La représentation 
proportionnelle et les Mathématiques par A. SAINTE-LAGUË, Professeur de 
Mathématiques spéciales au Lyeèe de Douai, 
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in die partij a/A. Al naar gelang deze breuk grooter of 
kleiner is dan n/S, wordt voor elk kiezer der partij een 
„fout” gemaakt, die gelijk is aan: 
Ks WA voelde A 
À S 5 An 
Op deze „fouten” past nu S-L. de methode der kleinste 


kwadraten toe en neemt dus aan, dat men voor a, , 43 4, 
de beste waarden krijgt, als men deze getallen zóó kiest, 


dat de som van de kwadraten der fouten” een minimum 
wordt. 
Voor elk kiezer eener partij is het kwadraat der „fout”: 


Ee) 


De som der kwadraten voor de A kiezers te zamen, dus 
voor de geheele partij, bedraagt derhalve: 


VOSSEN 
a 


Summeert men deze uitdrukking over alle Eer dan 
komt er, in aanmerking nemende, dat X (A) =S en X (a) = 


== N 18e ; A E 
zi) den S (5) 5 


Deze vorm zal een minimum zijn, als a,, 4a,,... 4. ZOO 


gekozen worden, dat X (5) zoo klein mogelijk is. 
Men heeft nu: 


Did 3 Za, —1 
in -! nk Ee Te (a, termen) 


2 
Ten en 


=d ad (a termen). 
A) A A) Á p 


De som van al deze termen moet zoo klein mogelijk 
zijn. Én daar £ (a)==n is, zijn er in het geheel n termen. 
Men heeft nu slechts de breuken: 


OE 

ASP AA jn 

1 5 D 

As As’ Aj BE Grint 

SD 

A wed EAT) OET AGT Hete he Pe onse 
Ap Ap 


Pp 
te berekenen en de „ kleinste breuken uit te zoeken. 
Zooveel breuken daaronder zijn met A, tot noemer, zoo 
groot moet a, genomen worden; het aantal breuken met 
A, tot noemer geeft a,, enz. 

In plaats van de breuken 1/A, 3/A, enz. te berekenen 
en daarvan de „ kleinste te nemen, is het gemakkelijker 
de quotiënten A/l, A/3, enz. te bepalen en daarvan de n 
grootste te nemen. 

Men kan zich voorstellen, dat de n zetels één voor één 
uitgedeeld worden: een eersten zetel aan de partij, die 
het allergrootste quotient oplevert, den tweeden aan de 
partij, die het in grootte daarop volgende quotient geeft, 
enz. Wanneer dan op zeker moment de partijen resp. 
«, 43 …… a Zetels verkregen hebben, zal de volgende 


zetel toegewezen worden aan de partij, waarvoor het 
gquotient A/(2a +1) het grootst is. 

Hieruit blijkt, dat in de methode S-L. aangenomen wordt 
dat die partij telkens het meeste recht heeft op één zetel 
meer, waarvoor het quotient A/(a +4) het grootst is. 

In de methode d’H. is dit de partij, waarvoor het quo- 
tient A/(« +1) het grootst is. Men kan dus het verschil 
tusschen de twee methoden hierdoor karakteriseeren, dat 
de toevoeging van } zetel aan het aantal reeds verworven 
zetels bij S-L. dezelfde beteekenis heeft als de toevoeging 
van een geheelen zetel bij d’H. m. a. w. dat d'H. geen 
zetel voor vol rekent, als er ook maar het geringste 
breukdeel aan ontbreekt, terwijl S-L. £ zetel reeds voor 
een geheelen zetel telt. 

Het is wel zeer opmerkelijk, dat de wijze, waarop SAINTE- 
Lacuk de theorie der kleinste kwadraten op het probleem 
der evenredige verdeeling toepast, tot een methode leidt, 
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die uit de imethode d’H. wordt afgeleid, als men daarin 
den regel invoert, dat breuken Es L voor geheelen gere- 


kend worden. Dat inderdaad hierin het eenige verschil 
gelegen is tusschen de twee methoden zal uit het vervolg 
nog nader blijken. (Wordt vervolgd). 


Genteale projectie van een hol 


Zij gevraagd den bol M vanuit het punt P (de verticale 
proj. op een afstand EA boven H gelegen, is weggelaten, 


om de figuur niet noodeloos 


te vergrooten) op het H 
vlak te projecteeren. De 
uiteinden der groote as AB 


van de ellips vindt men op 
de gewone wijze, door uit 
het neergeslagen punt Le 


raaklijnen aan den neerge- 
slagen bol M, te trekken. 


Verbindt men nu En met 


het punt C, waar de affini- 
teitsstraal M'M, den neer- 


geslagen cirkel M, snijdt, dan zal het snijpunt van Ld 


met de groote as het brandpunt F der ellips zijn, uit welke 
gegevens men daarna de lengte der kleine as afleidt. 
Immers, wordt de kegel uit De gesneden door een vlak 


|, AB en l vlak van teekening, gaande door C, dan zal 
volgens de stelling van Dandelin C een brandpunt dier 
kegelsnede zijn, omdat M'M, | AB en C dus het raak- 


punt van bol M, isa oar Een als gelijkvormigheidspunt 


te beschouwen, blijkt, dat het snijpunt F dan brandpunt 
moet zijn op de as AB. 
Breda (Ginneken). Je WEENSLRE EDS 
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Gonslruelie van den vorm y° ABX LX. 


DOOR 


J. W. N. LE HEUX (Breda). 


Om een overzicht te krijgen van de krommen van den 

sden graad, voorgesteld door de vergelijking 
U Ate Bee CDi Aas! vert (L) 

en waaruit door perspectief alle andere krommen van den 
sden graad verkregen kunnen worden, zal eene graphische 
voorstelling der functie goede diensten bewijzen, daar zij 
in staat stelt, den geleidelijken overgang van de zeer ver- 
schillende vormen, die de functie, in beeld gebracht, kan 
aannemen, — in elkaar, op te merken. De hier gevolgde 
methode kan niet de geheele lijn in beeld brengen — zij 
zal echter voor het beoogde doel voldoende blijken te zijn. 

De lijnen, voorgesteld door vergelijking (1) kunnen ver- 
kregen worden uit die, voorgesteld door 

WAS Baete Corte lenta ae vann se CLI) 

wanneer men de ordinaten dezer laatste lijn transformeert 
door tweedemachtsworteltrekking, ’t geen geschieden kan, 
door genoemde ordinaten op de X-as der parabool y? = 
als abscissen af te zetten en ze daarna in de oorspronkelijke 
figuur te vervangen door de bij die abscissen behoorende 
ordinaten der parabool. | 

Daar de evenmachtswortel uit een negatief getal onbe- 
staanbare waarden oplevert, zal alleen dàt deel der lijnen 
(I) dat in het Iste en 2de kwadrant is gelegen en dus 
positieve ordinaten heeft, bij deze transformatie bestaan- 
bare deelen der figuur leveren, en daar verder de vier- 
kantswortel zoowel positief als negatief kan zijn, zullen 
de getransformeerde ordinaten zoowel boven als beneden 
de X-as moeten worden uitgezet: de getransformeerde 
kromme is dus symmetrisch ten opzichte van de X-as. 
De lijn (I) kan nu als volgt geconstrueerd worden : 

Zij &—dcosp. (De getallencoëfficient is gekozen om 
een duidelijke figuur te verkrijgen), dan is 

y=21A cos p + IB cos? p + 3C cos p + D. 


92 


_ 14 cos 2p 


en en bost o— à 


Daar cos? 


krijgt men 
y= Acos3pd- Beos 2 J (84 AH 30) COS p + (3 B + D) 
en voor het geval A=#, B=?t en C=—t4 terwijl D 
voorloopig onbepaald blijft, als de te construeeren lijn 
L=ZCOSP, y= COS IP + COS 2 J 2 Cos p + (1 + D). 
Deze substitutie heeft het voordeel, eene gemakkelijke 
constructie op te leveren, zooals blijken zal; daarbij is het 
echter noodzakelijk, dat noch bij x, noch bij y goniometrische 
verhoudingen in een noemer optreden. Had men in plaats 
van een cosinus (of een sinus) voor # een der andere ver- 
houdingen gesubstitueerd, dan zou genoemd bezwaar zich 
hebben voorgedaan bij de herleiding van bijv. tg? tot 
eene uitdrukking, waarin alleen tgop, te?2p en tgòp voor- 
komen. Een nadeel, zooals reeds in ’t begin werd opgemerkt, 
is, dat men niet de geheele figuur kan construeeren, daar 
de volstrekte waarde van coso als maximum 1 heeft. Stelt 
men zich echter ten doel, niet zoozeer het juiste beloop 
der oneindige takken te teekenen, dan wel het verband 
vast te stellen, dat tusschen verschillende bekende kromme 
lijnen bestaat, dan is de gebezigde substitutie voldoende. 
In fig. 1 is op het stelsel 2/0’ geconstrueerd de lijn 
L=ÏCOSP, yY=CcOSS PH COS2pH2ecosp door uit te gaan 
van de rechte lijn «#=—=3cosp, y=? cosp welkenjnnne 
| » _ diagonaal vormt van rechthoek 
4 Ten, / OABC (Slingerfiguur v. Lissajous). 
fas De omtrekken der twee concen- 
| trische cirkels, welke voor de con- 
‘_, structie hebben gediend, zijn in 
een zeker aantal, hier 4 X 6 gelijke 
deelen verdeeld, de lijn is getrok- 
5 * ken door 12 snijpunten. De ordi- 
weed zr naten van al deze snijpunten zijn 
Eion verlengd met stukken y= cos? 
waardoor de gestippelde parabool ontstaat: de ordinaten 
der 12 deelpunten dezer parabool zijn ten slotte verlengd 
met stukken 4==cosöp, waardoor de getrokken kromme 
wordt gevormd. Door de gevolgde constructie eindigen 
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de takken bij D en O, wat in we1kelijkheid niet het geval is, 
doch hier weinig bezwaar oplevert. Verplaatsen wij de X-as 
over een afstand — 2, de Y-as over een afstand — 8, dan 
valt de oorsprong in ’t punt O en de kromme wordt voorge- 
steld door #—=3 (1 +cosp), y = COS Pp H- COS 2-2 COS pH2. 
NOOR WOrdL 4 — 0, y= berde hets punts D: 

De getrokken kromme moet nu nog door middel van 
de parabool y? =&# getransformeerd worden. Zonder deze 
transformatie voor alle gevallen uit te voeren, ziet men 
in, dat de komende lijn ongeveer overeenkomt met het 
spiegelbeeld t.o. v. de X-as van het gedeelte der figuur, 
boven die X-as gelegen. Dit gedeelte verandert van vorm, 
als de X-as, evenwijdig aan zichzelf, in de figuur naar boven 
wordt verplaatst, d. w.z. als in de algemeene vergelijking 
n= (ll +eosep), y = COSÌPHCOS2pH2C0sp + (1 + D) 
D verandert. Voor D=l ziet men uit de figuur, dat de 
getransformeerde kromme in vorm overeenkomt met de 
panstrophoïden (Gino Loria. Ebene Kurven pag. 67), welke 
er door perspectief uit verkregen kunnen worden. 

Ook voor D ) 1 zal ze klaarblijkelijk een dergelijke 
vorm aannemen, doch deze kan in ons geval niet gecon- 
strueerd worden. 

Voor D { 1 zal na eenigen tijd de X-as raaklijn zijn in 
F, de getransformeerde kromme, welke in vorm met een 
rechte strophoïde Es: is in fig. 2 geconstrueerd. 

Daarna bestaat Bl figuur uit een 

naar beide zijden oneindig voortloo- 

pende tak en een afzonderlijk ge- 
sloten deel, dat overgaat in een punt, 

‚ als de X-as voor de tweede maal en 
ns wel in E raaklijn wordt, vervolgens 
Grt blijft alleen de oneindige tak over. 

De in fig. 1 On lijn den op het stelsel #’0’4’ 
tot vergelijking y= 4x? +2? —fa—l, en op het stelsel 


ROY, YA LS — a? Ee. Om de verschillende vormen 
te beoordeelen Er den aard der wortels van de verg. 
Yda ier? d-iet-D (1), welke wortels veranderen 


als D verandert, geven we aan p in de vergel. e= 3 (1 + cosp) 
y=CcOsSIpJCOSL2pH2eCcospt2D verschillende waar- 
den tusschen 0° en 1809, Men vindt dan uit & = 8 (1 + cos p) 


ed kts 
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de waarden van een der wortels; om die der beide andere 
te krijgen, stelt men de bijbehoorende waarde voor y 


0, 


Dit onderzoek 


waaruit een waarde voor D volgt, welke in (1) gesubsti- 
tueerd, uit deze verg. na deeling door # —3 (1 + cos op) 


de beide te zoeken wortels laat vinden. 


leidt tot het volgend overzicht: 


| Aard der 


a en b 


D voor { Beide andere % Vorm der 
f ij 9 y=0. wortels. Ah et 5 kromme. 
1 reëel a Bere 
on 6 6D md Ball | 2 imaginair gienen 
en c 
5 te DE TABANEN Ale ISD | 
O0 an 332 ne p-23 ‘d Hv 3) 1 idem 
3 reëel geïsoleerd 
60° 45 1E D — 1} Len 1} waarvantwee| punt en on- 
gelijkb =e | eindige tak. 
| afzonderlijke 
ht 5 reëel gesloten lus 
30° 8 14 D td maki dd en ongelijk |en oneindige 
| tak. 
120 | 15 | 1 D | Ent | Lt en 44 als bij 60° 
SrrTedel lus en tak 
cosp=jl| 35 42 D —êï st en 4 waarvan twee| smelten sa- 
gelijk a=—=b | men. 
1reëelc en Ed 
180° 0 0 0 1D 431 —3 | 2 imaginair one 


5/9) 


Geeft men nu in ’t algemeen aan elk der coëfficienten 
As B, C en D vande vergelijking y= A©® J- Bx2 4 Ca + D 
eene bepaalde waarde, dan komen daarmede overeen 
bepaalde waarden voor P, Q, Ren 5 in de vergelijking 
y=Peos3pt Qeos2pt Reosep + S, waarbij gesteld wordt 
L == A COS Pp. 

De coëfficienten P, Q en R regelen den vorm der te 
transformeeren lijn, de coëfficient S bepaalt, welk stuk 
wordt afgesneden en als gevolg daarvan den vorm der 
getransformeerde kromme. 

De constructie heeft steeds hetzelfde verloop, zij kan 
op een willekeurig assenstelsel geschieden. Opgevat als 
een samenstelling van enkelvoudige trillingen, merken 
wij op, dat een dergelijke beweging langs de X-as (ampli- 
tude a trillingstijd 1) eerst werd gecombineerd met een 
soortgelijke langs de Y-as (ampl. R. tr. t. 1) en als resul- 
taat een lijn van den Isten graad gaf. Toevoeging van 
„een tweede trilling langs de Y-as (ampl. Q tr.t. 4) deed 
een lijn van den Zen graad ontstaan, welke de eerste in 
twee punten sneed, toevoeging van een derde trilling 
langs de Y-as (ampl. P trt. 4) gaf ten slotte een lijn van 
den 3en graad, welke die van den 2en graad in drie pun- 
ten sneed. 

Fig. 1 geeft een overzicht van de krommen, welke bij 
standvastige waarden van A, B en C overeenkomen met 
een willekeurige waarde van D. Geeft men aan C alle 
positieve en negatieve waarden, dan komt dit overeen met 
eene draaiing der lijn O/’B om O’ van —+ 90° door 0° tot 
— 90°, de rest der constructie blijft hetzelfde, Verandering 
van B geeft verschillende parabolen. 
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Vit f rijk der getallen. 


DOOR 


J. N. VISSCHERS (’s-Hertogenbosch). 


1. Vraagstuk. Zij gevraagd 5 geheele getallen te bepalen, 
die een rekenkundige reeks vormen, ter wijl de som hunner 
Sde machten ook een 3de macht is. 

Oplossing. Noem de getallen #—3a, #—a, “ta, 
eta en #&+5a, dan is de som hunner 3de machten 
De? J- 15x?a J- 135xa° + 1254? 

Die som stelle men nu voor door (5a + ma)?, dan is 

Do3 + 15r?a + 13524? = 15a?mae + 15am? a? J- m3? 
of 22 (5—m?) + a (15a —15am?) + 1354? —15a’m =O. 

Om een meetbare waarde voor « te vinden, kan men 
1354? — 15a?m==0 stellen of m=l#, dan volgt voor « de 


waarde 15a 5 SA 
a(m° — £ 
EAR ere ed SVL 

Daar a nu nog onbepaald is, kan men voor « verschillende 
waarden vinden, die aan ’t vraagstuk voldoen. 

Voor a=—13 is #=525. De getallen zijn dan 

460, 486, 512, 538, 564 en 880, 

zoodat: 460% + 486% J- 5128 + 5383 J- 5645 — 8808. 
Evenzoo :- 230% + 243% + 256% J- 269% J- 2823 == 4405, enz. 


2, Vraagstuk. Zij gevraagd tien geheele getallen te be- 
palen, die een rekenkundige reeks vormen, terwijl de som 
hunner 3de machten ook een 3de macht is. 

Cplossing. Noem de getallen #4 5a, &-4a, @ + 3a, 
ata, va, &, @—d, # — Za, &—3a en @—4a, dan is 
de som hunner 3de machten 

10% + 15ax? + 255xa? + 12545. 
Die som stelle men nu voor door (ba + ma)?, dan is: 
10x3 + 15ax? + 255xa* =15a?mae + 15am? a? + ms 
of: 2? (10 — m?) + 4 (15a — 15am?) + 255a? — 15a?m —=0. 

Om een meetbare waarde voor #@ te vinden, kan men 
2554a* —15a?m=0 stellen of m==3?, dan volgt voor «@ de 
waarde 
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10—mì 
Daar a nu nog onbepaald is, kan men voor x verschillende 
waarden vinden, die aan ’t vraagstuk voldoen. 
Voor a=—31, is #@=—=200. De getallen zijn dan 
163, 126, 89, 52, 15, 200, 237, 274, 311, 348 en 496, 
zoodat : 


153 +529 +898 + 126% + 163% + 2005 + 2313 2745 
+ 311% + 348% = 4955, enz. 


Opmerkingen. Bij deze twee oplossingen zijn 2 gevallen 
onderscheiden: naar gelang » oneven of even is, zijn de 
gevraagde getallen op verschillende wijze voorgesteld. 
Om spoedig zonder veel becijfering een reeks te hebben, 
die voldoet, kan men, hoe groot ook ’t aantal gevraagde 
getallen is, altijd op deze manier te werk gaan. De methode 
is dus geheel algemeen. Hierbij dient echter in ’t oog te 
worden gehouden, dat zich ook reeksen voordoen met 
eenige negatieve termen. Hoe men alle reeksen vinden 
kan, die voor zekere waarde van n in aanmerking komen, 
blijkt uit de volgende oplossing. 


8. Vraagstuk. Zij gevraagd 4 geheele getallen te bepalen, 
die een rekenkundige reeks vormen, terwijl de som hunner 
sde machten ook een 3de macht is. 


Oplossing. Noem de getallen #—a, #, # +a en # + 2a, 
dan komt men tot de vergelijking: 
03 (4 — m3) + wv? (Ga — 6am?) + # (184? — 12a?m) =0. 
Als 1Iste waarde van @ vindt men #=12a, en wel voor 
m==lt, zoodat 11% +128 + 13% +145 =20% enz. Bij op- 
lossing van «@ uit de laatste vergelijking vindt men: 


ml 2 
LOM) A (68 48m — 18m 
+ 18m — 3m). 


Kan men nu voor m zoodanige waarde vinden, dat de 
vorm onder ’t wortelteeken een volkomen kwadraat wordt, 
dan zal men voor « altijd twee geheele waarden kunnen 
vinden, daar a nog onbepaald is. Nu kent men terstond 
één waarde, m=—=lt, die genoemden vorm tot een volko- 
men kwadraat maakt. Stelt men nu m=lt+-m,, dan 

Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. 7 
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saat hij over in 22P +15 m, +225 m,° —3m,t=(Ê pm; 

d-gqm,°)2, eenst volgt : 

Wo tjd err dE zeer — (34-q°)M, 30. 
Voor 15—l#p=0 en top? — ip gqg=0, vindt men 


Mi =— en waarin p—=10 en g=— 10. Dus: 


— 1218 en m—=3}82. Voor deze waarde van m wordt 
V(— 63 J- 48 m — 18m? + 18m — Amt) = Le 
a=—=— 140555, «—= 183168, & — a — 324323, a Ja —= 43213, 
eJ 2a=— 971342, zoodat: 
— 913423 + 432133 + 1837683 + 3243233 — 3405025, 
of «@ — 83321004, a = — 1673447183, & — a — 2506657187, 
LJ a=—=— 84023719, & +2 a =— 2251368562, 
2a + ma = — 52848690, zoodat: 
— 2513685623 — 8402377193 + 83321004 + 2506657873 
— — 52848690? 


4, Bijzondere gevallen ; 
Bnn DI2s +126 — 816% of 1499 + 256° + 363° — 408°. 

i zi 45068 45718 4 6483 47193 4 790° — 1155. 
on ALS + 543 +673 +809 +935 4 106% + 1199 — 1685. 
ke 14209 + 17345 4 20485 + 23623 4-26169H29909—4256°. 
5533 47109 + 8673 L- 1024 + 11815 + 13385 + 1495° — 21282. 


5. Vraagstuk. Zij gevraagd een willekeurig oneven 
aantal 2n +1 geheele getallen te bepalen, die een reken- 
kundige reeks vormen, terwijl de som hunner 3e machten 
ook een 3e macht is. 


Oplossing. Met behulp van de aangegeven voorstelling 
der getallen komt men tot de vergelijking: 


(2n +1) 2? + (On +3) ar? Ha? (Bn? + 12n? + 10n +3) z 
+ (2n J1)5 4° = [ma + (2n +1) a), 
waaruit volgt m == Ee 


zone 
A= A of na eliminatie van mm: 
2n +1 — 


de 


pan _ Da (2n +-1)° (2n —1) (n J-1) (2n +3) 
__— 16n? —48nt + 24n3 + 1280? +27 
Hierin kieze men a zóó, dat #@ geheel wordt. 


6. Vraagstuk. Zij gevraagd een willekeurig even aan- 
tal 2n geheele getallen te bepalen, die een rekenkundige 
reeks vormen, terwijl de som hunner 3e machten ook een 
se macht is. 


Oplossing. Met behulp der aangegeven voorstelling der 
getallen komt men tot de vergelijking: 
2nrS H- 3nan? + (2n3 J-n) a? J- na? = (na J- my)?, 
waaruit volgt: 
2n° +1 dan (m? —1) 


eN A == 
Sn In — m3 


of na eliminatie van mm: 

Bnr Dent) (A ljn?a 
— Ans — Ant + nst 10n2+2n1' 
Hierin kieze men a zóó, dat « geheel wordt, 


DL 


1. Oplossing van @® Jy? +23 =u? in geheel positieve 
getallen, als @ een willekeurig gegeven getal is. Aan deze 
vergelijking kan altijd op minstens één wijze worden vol- 
daan. Dit blijkt uit de volgende beschouwing : 


Stel u=&# Jz, dan heeft men: 
Leve (dt 2), 
waaruit volet y° —=3vz (a Jz) of als z== me, 
js == ama (m1), 

Welanideder A DIESOE AN PINE TN KEI VAR ede 
ROO Zn dn eZ: 
of: 1° 46% 48° = 9}, 

23 123 + 16° = 18%, 

33 183 +242 =213, enz. 


8. Higenschap. Heeft men eenige geheele getallen ge- 
vonden, die een rekenkundige reeks vormen, terwijl de 
som hunner 8de machten ook een 3de macht is, dan kan 
men uit die reeks een nieuwe afleiden, enz. tot in ’t oneindige. 

Bewijs. Noem de 3 getallen «—a, «@ en # Ja, dan is 
voor #=—=4, a=l, de som der 3de machten 


100 


(a — a)? H- 3 H- (a Ha)? = Ja? H6xa® = 68, 
daar men heeft 33 J- 48 53 —= 68, 

Stel nu ==, Jp en a=a;, — np, terwijl 6% behouden 
blijft, dan vindt men na substitutie en behoorlijke ver- 
eenvoudiging : 

3,2 JSP Jp? —4a,na, + 2pn'o, +24,° — 

— 4a,pn + 2n?p? =0. 
Indien nu Sv,? — dana, H-2a,? = 

2 2 

of Den ee, + 24, 

Uil, 
blijft nog de vergelijking : 
Sr, JP + 2e,n? —4a,n + 2n°p =0, 


Aan — ain? — 3x, 
waaruit Dn ——, 


1 + 2n? 
of daar Li —=dÂ4 en da n=3t, P=— 6, zoodat 
=D dp=d n= A= p= ld = Kees 
nam, va. 
Derhalve: — (189)? + (18)9 + (99)? =6° 


en hieruit volgt: — 18395 + 325 J- 1903° = 816%, enz, 


9, Kigenschap. Als 3 geheele getallen gegeven zijn, die 
voldoen aan de vergelijking «? +y® +2 =u?, dan kan 
men hieruit een ander stel geheele getallen afleiden, zóó 
dat DP HY1P HA ZU. 


Bewijs. Stel, als gegeven is 1% +6? +858 =95, #=l— np, 
y=6—p, 2=8 Hp, terwijl men benden 
(Ll — np)? + (6 — Pp)? + B+P) 


dan volgt de vergelijking: 
84 — Bn + p (Bn? +42) — np? =0 


on? +- 42 
of als 84—3n=0, n= B, p= Li, 
Ee ATAR 111 — 9287 
L,=l 28 X dede — 1568 9 yi. —6 tes — 2305) 
ie rin 
2, =S er 


5 
15e) + (E50) =99 
3 


41271155 — 141125, enz, 


101 


De hisseelriee formules, 


DOOR 


D. J. KRUIJFBOSCH, (Dordrecht). 


Neem op de verlengden der zijden AC en BC van A ABC 
de stukken CB, en CA, , respectievelijk gelijk aan CB en 


VNA, 
rd 


A Fr Wij 


CA. Trek BB,, AA, en A‚B,. De lijn DD, door C ge- 
trokken evenwijdig aan de evenwijdige zijden BB, en AA, 
van het gelijkbeenige trapezium ABB,‚A, is de bissectrice 
van ZC. Onmiddellijk leest men uit de figuur: 


p:a=g:b of pb =ag. 


Pas op trapezium ABB,‚A, de stelling van PTOLEMAËUS 
toe, dan komt er: 


(a4-b)? =BB, X AA, +-c? 
of : BO AAD Gd Sn Ce es (T) 
Verder heeft men: 
BB, :CD =(a+-b):b 
of: Oe De Det ge GLI) 
MORGEN GII (OE DI AAT KUB de aen (LI) 
Na vermenigvuldiging van IT, I en III verkrijgt men: 
CD? X (a Jb)? =4abs (s —c) 
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of: CD Wabs (s — C). 


Ean 
atb 

Trek EF door C//A,B,. Gemakkelijk ziet men in, dat 
trapezium DBEC —trapezium ADCF, of DC? = BE X AF. 


Pas weer de stelling van PTOLEMAËUS toe op deze trapezia, 
dan komt er: 


CDXBE=a =p 
CD XAE==b2 gr eN 
Na vermenigvuldiging van IV en V verkrijgt men: 
CD* =(a? — p?) (B? — q°) — ab? + pq? — (a°q? ae bp?) EE 
—a*b? + p°q? —2abpg, 
bijgevolg: CD? =ab— pg. 
Neemt men op de zijden AC en BC zelf de stukken CB, 
en CA, , respectievelijk gelijk aan CB en CA en trekt men 
ook weer de lijnen BB,, AA, en A‚B, , dan zijn de formules 


van de buitenbissectrice op volkomen analoge wijze af te 
leiden. 


Er komt: 
BB, X AA, =4(s—a)(s—b) enz. 
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Sur la oéométrie mon enclidienne (Métagéométrie) 


PAR 
Dr. J. ROSE (Charleroi, Belgique). 


Géométrie Analytique. 


Coordonnées. Soient (fig. 2) deux axes rectangulaires Om, 
Oy; en géométrie lobatschewskienne, un point quelconque 
du plan est déterminé quand on connait th OP et th OQ, 
P et Q étant les projections du point M sur les deux axes. 
Grâce aux formules du triangle rectangle, 

sh QM _ sh MP 
th OP == eh OM th OQ = ch OM 
Alors le point M est défini 
par les coordonnées nor- 
males : 

Ae ONE 

A étant un paramêtre réel 
ou imaginaire. 

Le point M peut égale- 
ment se définir en coordon- 

Fig. 2 nées polaires par thoetw, 
(,=OM, w =angle polaire) et alors 
Ne SDACO RST TO Zie CH 0% 
par suite: NY Zl 
et en coordonnées homogènes: 
Oh end ME 

Droite. Cela étant soit une droite d; de Yorigine O, on 
abaisse une perpendiculaire sur cette droite dont soit p la 
longueur et « langle qu'elle fait avec l'axe des z. 

La distance h du point (X, Y, Z,) à la droite est 

shh=Z;shp—echp(X, cosa JY, sine). 

Par suite l'équation de la droite est en coordonnées polaires 

RLD 
en COS (w — a)’ 
et en coordonnées normales: 
Zth p= XcosaJ Y sina 
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et en homogènes: 
zthp=aecosa dy sina. 
Réciproguement toute équation de la forme 
aa + by + cz =0, 
représente une droite qui, suivant que 


Oi 08 


est réelle, idéale ou limite (tangente au cercle limite). 

Coordonnées tangentielles. L’équation de la droite peut 
sécrire: _Xecosachp- Ysinachp—Zshp=0. 

Si Yon pose: 

W=th p COS a Vache NE 

U, V, W sont les coordonnées tangentielles de la droite. 
u—=AU, v=AV, w= AW sont les coordonnées homogènes. 
Elles sont liées par la relation: 

U? HV? W?=l, uw? dv? —w? 0. 

Si un point est tel que #° + y?* —z? =0; la droite limite 
(u,v, w) est telle que u? Jv? —w? =0; elle est tangente 
au cercle limite d'’équation tangentielle u? 4 v? — w°* =0. 

Rapport anharmonique. Le rapport anharmonique (ABCD) 
de quatre points est: 


(ABCD) = 


il est également projectif. 

Il en résulte que les propriétés des pôles et polaires 
subsistent en géométrie Lobatschewskienne. 

Ainsi la polaire de (@,‚y‚z,) par rapport au cercle limite 

dy? —z == 

est BE F-YY1 — 221 =O. 

Si le point (@,4y‚2,) est réel (@, ° + y,? —2z,° <0) sa polaire 
est imaginaire; s’il est imaginaire, sa polaire est réelte. 

Distance de deux points. Soient A et A, les deux points, 
A, en A; les points où cette droite coupe le cercle limite ; 
on démontre que 

PA (AA AsAs) 

óu AA, = log AAA 
c'est à dire que la distance de deux points est une fonction 
périodique de période zr, 


sh AC. sh AD 
sh BC ‘ shBD_ 
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ie) (AA,AsAp)=— 1, AA, =t 7, 
cela arrive quand A et A, sont conjugués par rapport au 
cercle limite. 
Si A ou A, estsurce dernier (AA,A,A;) =0Oet AA, = 00. 
Angle de deux droites (D, D,). On trouve de même: 


DD) _ pp‚D,D.). 
D,, D; étant les tangentes menées de leur intersection 
au cercle limite. On peut encore écrire: 


(DD) — 5 loe (DD,D,D,) (KLEIN). 
Si D et D, sont conjuguées par rapport au cercle limite 
(DD) = 5. 


Done toutes les perpendiculaires à une droite passent 
par son pôle par rapport au même cercle. 

Deux droites ont toujours une perpendiculaire commune : 
la droite qui joint leurs pôles, mais cette droite n’est 
réelle que si les deux droites données se coupent en un 
point idéal. 

Cycles. On appelle cycle le lieu des points équidistants 
d'un point fixe (centre), d'une longueur R. Son équation 
en coordonnées homogèênes est, le centre étant (@,yo2o) 

(220 —YYo — LLO)* = Ch? R(z? — mr? —y*). 


Suivant que 20? — yo? —x? <0, le cycle est un cercle, 


un hypercyele (équidistante), un horicycle. 

On peut, comme en géométrie euclidienne, continuer 
cette étude soit en G. L. soit en G. R. Pour plus amples 
détails se reporter aux „Etudes de géométrie analytique 
non euclidienne de M. Barbarin (Mémoires de l'Académie 
de Belgique 1900). 


Mesure des surfaces et des volumes. 


Lobatskewsky s'est occupé de cette question dans les 
mémoires de l'Université de Kazan et dans „Anwendungen 
der imaginären Geometrie auf einige Integrale”. Après 
lui, plusieurs mathématiciens, en particulier, M. Story 
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(On the non Euclidean geometry 1882) et M. Simon (Déter- 
mination des aires et volumes en géométrie non euclidienne, 
Math. Annalen 1893) se sont occupés de Ia même question. 
Parmi les résultats les plus interessants il y a lieu de citer : 

La longueur d'une circonférence de rayon R, estimée 
par rapport à unité naturelle est 

2m sin R (G. R.) ou 2 sh R (G. Lob.). 
La surface de ce même cercle est 


Ax sin? 5 (G. R.) ou 47 sh? En (G. Lob.). 


L’aire latérale d'un tronc de còne (ou cône) égale le 
produit de la circonférence moyenne par le double sinus 
de la demi-arête. 

L'aire de la zône sphériqgue comprise entre l'équateur 
et un petit cercle concentrique égale le produit de la 
circonférence d'un grand cercle par sinus distance de 
Yextrémité de are mobile au plan de l'équateur. 

La surface de la sphère est celle du cercle de rayon double. 

Le plan riemannien a pour surface 4r. 

Le volume de la sphêre de rayon r est 

27 (Esh2r — rr) 
et celui de còne de révolution de hauteur h, d'arête d et 
de demi-angle générateur O est 
dt ar (h — d cos 0) 
le signe + s’appliguant à la géométrie riemannienne et 
le signe moins à la géométrie lobatschewskienne. 

Quant à espace riemannien entier, il est la somme de 
deux volumes analogues à deux tores s'emboîtant récipro- 
guement et il a pour volume 27°. Lobatschewsky s'occupe 
encore de certains cônes et de certaines pyramides parti- 
culières et il établit par analyse leurs volumes. Sa géo- 
métrie lui permet même de deduire des formules remar- 
gquables très difficiles à établir par les procédés de l'analyse 
ordinaire. Citons les plus saillantes : 

n—l n 
e ©) 


Is de © 7 Í dy y _T grentl 
pen (Leth ln 
d'où il déduit, cette formule des eulériennes 


(5 n) Ik (ee REL sh tE 
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En voici d'autres 
+00 +90 
_| [ dae dy (+ 4) ma “be 
— 0 * —00 


Xe Hed) | 
F[4 (ab —c°)| 


BR ab 0) 2 
Go u u 
Í udu(e —e) Een 
B an eg cos +sne 


Par le même procédé, il découvre des propriétés inté- 
ressants de 
Lo | dae log cos x 
0 


et d'autres intégrales de fonctions trigonomeétriques, par 


exemple 
U 
[ dae COS x s( 1--ecos £ cos 2) 2 0e COS blaf) 
1—eos?a cos? “2 \l—eosBeosx/ sin2a ° sin atl) 
0 
sin? & 
î SS 
Ie ede sin # EE 14 
cos? l(sin? a— sin? _ cos?a 
0 , 
Ee d 1 
ed 
[ Le en 
Daer Cone Je 
ME 
7 
[ dee sin # log cote De OS 


0 

J’en passe et des plus remarquables. 

Dans le même ordre d'idées M. Poincaré n’a t-il pas 
reconnu lui-même, n’avoir résolu une difficulté dans la 
théorie des fonctions fuchsiennes, qu’en s'inspirant des 
principes de la géométrie non euclidienne? 


Conclusions. 


Ce qui précède suffira pour conclure, avec de Tilly, 
qu'il n'existe pas d'autres systèmes de géométrie possibles 
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que ceux d'Euclide, Lobatskewsky et Riemann, et que 
chacun est logiguement admissible indépendamment des 
deux autres. Et avec lui nous ajouterons „il n'est pas 
nécessaire de réfuter l'erreur des esprits attardés qui croient 
pouvoir trouver des démonstrations théoriques des principes 
expérimentaux de la géométrie ordinaire, et en particulier 
du principe de la parallêle unique, équivalent au postu- 
latum d’Euclide. Il y a done lieu d'abandonner de pareilles 
tentatives, et de reconnaître à la géométrie usuelle son 
véritable caractère, qui est de constituer le plus simple des 
systèmes de géométrie théoriqguement possibles, en même 
temps qu'elle s’accorde avec tous les résultats de lexpé- 
rience.” 

Les démonstrations multiples qu'on a fournies du postu- 
lat 5, peuvent se partager en deux grandes classes suivant 
quelles font appel ou non à une propriété de Yinfini. 
Dans le premier cas, puisque linfini géométrique est im- 
possible, les preuves correspondantes sont à rejeter; dans 
le second, il y a souvent pétition de principes ou cercle 
vicieux et Yon n’admet au fond qu’un postulat équivalent, 
nullement prouvé et plus caché. 

Malgré cela, sans doute à cause de létrangeté de cer- 
taines propriétés non euclidiennes, les contradicteurs n'ont 
pas mangué aux nouvelles théories. 

Objections: *) 19. Les droites riemanniennes ont toutes 
les propriétés des grands cercles de la sphère euclidienne ; 
les formules trigonométriques des triangles riemanniens 
sont au fond les mêmes que celles des triangles sphériques 
ordinaires; par suite le plan riemannien n’est qu’une 
sphère euclidienne. 

D'un autre côté Beltrami a prouvé que la surface de 
révolution engendrée par la rotation d une tractrice autour 
de son asymptote, et appelée pseudosphêre, est telle que 
ses triangles géodésiques ont toujours une somme angulaire 
inferieure à deux droits. Par suite le plan lobatschewskien 
est identiqgue à la pseudosphèêre, les droites lobatschews- 
kiennes étant les géodésiques de cette surface. 


*) Cette partie est empruntée aux travaux de M.M. Mansion 
et Barbarin, | 
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Alors la géométrie non euclidienne. à deux dimensions 
sexpligue naturellement; mais il ne ‚peut avoir de géo- 
métrie analogue à trois dimensions. Cette objection tombe 
delle même car on peut faire la même à la géométrie 
euclidienne. En effet la planimétrie de l’horisphère, sur- 
face engendrée par la révolution d'un horieycle autour 
d'un de ses axes, est identique à celle du plan euclidien, 
les horieycles remplacant les droites. D'autre part M. 
Barbarin (Etudes de géométrie analytique non euclidienne) 
à prouvê que les hypereycloïdes de révolution rieman- 
niens et lobatschewskiens ont des triangles géodésiques 
dont la somme angulaire est toujours deux droits; Y'hori- 
sphêre doit être considéré comme un hypereyecloïde limite. 
Il a démontré aussi qu’il y a des pseudosphêres rieman- 
niennes ou lobatschewskiennes, à courbure constante, dans 
lesquelles la somme angulaire d’un triangle géodésique 
est plus petite que deux droits. 

On peut encore y joindre les hypersphères, à courbure 
constante, riemanniens ou lobatschewskiens. De ce qui 
précède, on peut conclure Yindépendance absolue des trois 
systèmes de géométrie, qui peuvent se suffire à eux mêmes 
sans rien devoir aux autres. D'un autre côté quand on 
définit une circonférence, une sphère, un espace sphérique 
de forme euclidienne, la définition ne suffit pas pour la 
conception de ces éléments; il faut y ajouter la considé- 
ration du centre et du rayon. Il faut distinguer de plus 
entre propriétés absolues et propriétés relatives. Dans le 
premier cas, ces figures n'ont qu’un centre et les distances 
de ce centre à leurs divers points sont comptées suivant 
des droites euclidiennes; dans le second cas ces figures 
ont deux centres (quand on le compte sur une sphèêre) et 
les distances sont comptées suivant des circonférences, 
En géométrie riemannienne, il n'en est pas aussi; dans les 
deux cas (propriétés absolues on métriques), la droite, le 
plan, l'espace ont deux centres symétriques par rapport 
à ces figures, et les distances de chacun de leurs points 
à ces centres sont toujours comptées suivant des droites. 

Quant à la distinction entre plan lobatschewskien et 
pseudosphêre, elle est plus facile encore; en effet les géo- 
désiques de cette dernière se coupent deux à deux non en 
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un point, mais en un nombre de points indéfini. De plus 
sur la première surface on peut tracer des droites dans 
tous les sens; chose qui n’a pas lieu pour les géodésiques 
de la seconde. Enfin une portion du plan lobatschewskien 
peut être superposée, sans flexion, à une autre partie de 
ce plan, ce qui ne peut se faire pour une partie de pseudo- 
sphère que lon voudrait appliquer exactement sur une 
autre portion de la surface. | 
20, La géométrie non euclidienne étant acceptée, la 
connaissance d'un nombre t détermine un angle égal à la 


fraction t d’angle droit. Siivant que t est N 2 droit, on 


pourra econstruire un triangle equilatéral ABC lobatschews- 
kien ou riemannien; par suite la connaissance du nombre é 
seul permettrait de tracer la longueur AB, ce qui est absurde. 

Cette objection se réfute immédiatement en prouvant 
qu’il y a une infinité de triangles équilatéraux ABC où le 
rapport de langle BAC à langle droit égale un nombre 
donné tf. 

‚89. On reproche à la géométrie non euclidienne d'être 
en contradiction avec la théorie atomique. 

40, On a affirmé aussi que tout ce que la raison concoit 
doit être imaginable et doit pouvoir se representer aux 
sens ou à imagination. Cela est inexact; en effet notre 
raison concoit lindéfini et notre imagination est impuissante 
à se le représenter. De même, comme le fait remarquer 
M. Mansion, on ne peut s'imaginer ni la facon dont varié 
la courbure aux environs de son point de rebroussement, 
ni la courbe continue de Weierstrass qui n’a pas de tan- 
gente en aucun point, ni la courbe continue de M. Peano 
qui a tous ses points à des côtes différentes entre 0 et 1, 
et dont la projection remplit eutiêrement un carrê de côté 
égal à 1. L’imagination est une faculté três peu puissante 
et qui doit emprunter à la raison beaucoup de ses résultats. 

50, D'autres ont prétendu, en se ralliant à une opinion 
de Duhamel, que l'idée de deux droites partout également 
distantes est innée chez l'enfant et que la nature en offre 
de multiples exemples. A cela, il suffit de faire remarquer 
qu'il y a deux systèmes de géométrie renfermant des 
droites semblables; seulement dans lune elles appartien- 
nent au même plan ce qui n'existe pas dans l'autre. 
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Relations angulaires caracteristiques. Ces relations, comme 
on la vu plus haut, sont les suivantes entre les trois côtés 
a, b, ce d'un triangle reetangle: 


eener ten eeens CD, ) 
cos  = cos 2 gossie Eon (R.) 
r r r 
(nen ii el 
ch - en ch ch » BRR, ADE (TE) 


M. Mansion (Mathesis 1897, p. 1536—139) a démontré que 
de la définition générale de la droite et des relations (E), 
(R.) ou (L.) on peut déduire les 5e et 6e postulats, soit celui 
des trois droites seul, soit celui des deux droites seul. 

On peut écrire aussi la relation suivante, équivalente 
aux précédentes 


Re. st + df — 2at „86 + de — 2aê 
ree Ee Ep? En 


dans laquelle bhe=s b—e=d. 
Suivant que p=0, — Ee Je ‚ cette formule se transporte 


en (E.), (L.), (R.); p est appelé paramêtre des 3 géométries. 


Géométrie physique. Le monde est-il oui ou non eucli- 
dien? Les surfaces et les lignes de la nature et des 
arts apparaisent à nos sens comme régies par des lois 
euclidiennes. Ainsi la somme des angles des triangles, 
mesurée expérimentalement, osciile avec une três grande 
approximation autour de deux droits. Cette légère diffé- 
rence ne résulte-t-elle pas exclusivement de l'imperfection 
de nos instruments ? 

Certains, comme le philosophie Reid, ont émis opinion 
gue l'homme réduit au simple sens de la vue et ne pou- 
vant connaître que l'étendue superficielle à deux dimen- 
sions, prendrait pour des droites ce qui serait réellement 
des arcs de grand cercle tracés sur une sphère dont son 
oeil occuperait le centre; pour un tel homme, le monde 
serait riemannien. 

D'autre part supposons, avec M. H. Poincaré, une sphèêre 
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S limitant un milieu dont indice de refraction et la tem- 
pérature soient variables et dans ce milieu, des objets 
mobiles dont les déplacements soient assez lents et les 
chaleurs spécifiques assez faibles pour qu’ils se mettent 
immédiatement en équilibre de tempeérature avec le milieu. 
Si ces objets ont le même coefficient de dilatation, la lon- 
gueur de lun queleonque d'entre eux peut deéfinir la tem- 
pérature. Si on admet que R désigne le rayon de la 
sphère, o la distance du point du milieu au centre et que 
indice de réfraction et la température en ce point soient 


’ . 1 A 
mesurées respectivement par Rep R° —p°; des êtres 


intelligents habitant un semblable monde ecroiront: 1°. que 
les dimensions des objets mobiles n'ont pas changé puis- 
qu'elles ont varié dans le même rapport; 2°. que le sphère 
S a un rayon infini, car, plus ces objets se rapprocherent 
de la périsphêre, plus leurs mouvements seront lents par 
suite du refroidissement qu’ils éprouvent ; 83°. que les circon- 
férences orthogonales à la sphère S sont des droites, puisque 
ce sont les trajectoires des rayons lumineux; 4°. que dans 
un triangle rectiligne la somme des angles est moindre 
gue deux droits puisque c'est une propriété des triangles 
curvilignes formés par trois cercles orthogonaux à S. Par con- 
séquent ces Êêtres suivront la géométrie lobatschewskienne. 
De ce qui précêde il résulte que lYexpérience seule peut 
nous renseigner exactement sur la nature de notre univers ; 
encore faudraitil que ses opérations eussent la précision 
théorique. Done si lunivers était réellement euclidien il 
serait impossible, à présent, de la démontrer par lexpé- 
rience. Un jour, peut être, parviendra-t-on à déterminer 
le paramètre ou du moins son signe? Peut être les pro- 
eédés de la mècanique donneront-ils la solution du problème ! 

En fait, on continuera à s’inspirer des principes de la 
geométrie non euclidienne parce que les considérations y 
relatives sont plus simples. 


Over hef veranderen van onafhankelijk veranderlijken 
bij meervoudige integralen 


DOOR 


C. KREDIET, (Rotterdam). 


Zijn (@, Yos Zo), Wo + A19 Yo + Dis Zo HC) Wo + A2, Yodbo; 
Zo F-C2) (Wo + A3, Yo + O3, Zo + C3) vier hoekpunten van een 
parallelopipedum, gelegen op de drie ribben die in het 
eerste hoekpunt samenkomen, zoo is de inhoud van het 
lichaam 
ai, Di, Ca 
Az, Da, Co 
A3, Ds, C3 


== 


Zijn u,v en w drie nieuwe veranderlijken, die wij in de 
plaats van &, y en z willen nemen, dan is u=F, («, y, 2), 
Weense ens wk (dy 2), Elke dezer stelt. een 
oppervlak voor als wv, v en w gegeven waarden hebben. 

Verandert men wv, v en w, dan krijgen wij bundels opper- 
vlakken, die de ruimte in elementaire parallelopipeda 
verdeelen, die weer samen de ruimte opbouwen. 

Is nu (@, 40,2) het snijpunt van u,v en w dan is: 


dae d dz 
Do Ho du, yo + Jr do Je du dat van u + du, ven w 
mo + EO de „vo + Wo zo „zo + Teo zo vn Wv dvenw 


mo HEE do yo + PL dro, 2, + Le do vO» Wwvenwd-dw. 


Deze 4 snijpunten zijn op de drie ribben, die in het 
hoekpunt @, Yo Zo samenkomen, daarom is het elementair 


volume 
doo dyo dz 


du ’° du ’ du 

ed dz 
INS ET Rn du dv dw 

de, dyo dZo 

dw ’ dw ’ dw 


Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. 8 
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en hierbij zijn de differentiaal-quotienten te ontdoen van 
den index O0, zooals uit de beteekenis volgt, aangezien 
Bo, Yo eN zo niets anders zijn dan de waarden 


=op; (U, v, w), Vi (u, v, w), 203 (u, v, w). 


Is dus 
se || |P ax dy az 


waarbij P een functie van «, y en z, dan is dus eerst P 
te herleiden tot de onafh. veranderlijken wu, v en w‚,en dan 
te stellen 


ded «de 
du ’ du’ du 
dae dij" =de 
=| [|P es Ds ge (du de do. 
dw ’ dw’ dw 


Natuurlijk zijn nu de grenzen, waartusschen geïntegreerd 
moet worden ook te wijzigen. 


bladvulling 


Infolge eines nicht genau zu formulierenden Naturge- 
setzes sind es häufig gerade die schlechten Bücher, die 
die grösste Verbreitung haben. 

Klein, Vortrag, XX Hauptversammlung des Ver. 
z. Förd. d. math. u. naturw. Unt. in Münster 
i. W., vom 5 bis 8 Juni 1911. 


Vragen: 1. Geldt dit ook voor ons land ? 
2. Wat kan de oorzaak zijn ? 
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Het Vraanstik van Lehmns voor de 
buitendeellijnen 


DOOR 


Dr. N. QUINT, (den Haag). 


In de rubriek Uit buitenlandsche tijdschriften (jaarg. I, 
blz. 249) is een overzicht gegeven van hetgeen gevonden 
is van de stelling: een driehoek is gelijkbeenig als 
twee deellijnen gelijk zijn, welk theorema daar het vraag- 
stuk van Lehmus genoemd werd. Het overeenkomstige 
vraagstuk voor de buitendeellijnen vond, naar wij meenen, 
nog geene volledige bespreking. Wel zijn in de latere 
jaren in Journal de Vuibert, Mathesis, Educational Times, 
Hoffmann's Zeitschrift verschillende eigenschappen gepubli- 
ceerd van z.g. pseudo-gelijkbeenige driehoeken, waaronder 
dan driehoeken verstaan worden, die zonder gelijkbeenig 
te zijn, twee gelijke buitendeellijnen bezitten. Zulke drie- 
hoeken kunnen bestaan, zoodat dus de stelling van Lelmus 
voor twee buitendeellijnen in het algemeen niet juist zal 
wezen. Vandaar wellicht de eigenaardige moeilijkheden, 
die. dit vraagstuk heeft; een bewijs voor de binnendeel- 
lijnen gegeven is in den regel niet voor de buitendeel. 
lijnen van toepassing. Het is daarom nog bezwaarlijker 
dan het eigenlijke probleem van Lehmus, waarvan reeds 
Sylvester getuigde: If report may be believed, intellects 
capable of extending the bounds of the planetary system 
and lighting up new regions of the universe with the torch 
of analysis have been baffled by the difficulties of the 
elementary problem. 


S 1. Teeken der buitendeellijn. 


Reeds bij de afleiding van de formule voor de buiten- 
deellijn treedt een moeilijkheid op, die dikwijls bij het 
elementair onderwijs over het hoofd gezien wordt nl. de 
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juiste vorm waarin men haar dient te geven. Er kunnen 
toch twee gevallen optreden: de buitendeellijn van Z A 
kan liggen 

le. in den buitenhoek van B als b)c is, hare waarde is 
dan 


EE PA etat 


Fig. 2. 


2e. in den buitenhoek van C als c>b is; nu is hare 
waarde (fig, 2) 
2 
mr 
De eerste buitendeellijn zullen wij positief, de tweede 
negatief noemen. 


S 2. Algebraïsche oplossing. 


Tracht men langs algebraïschen weg de vraag te be- 
antwoorden of een driehoek, waarvan de buitendeellijnen 
van de hoeken C en B gelijk zijn, gelijkbeenig moet wezen, 
dan valt de quaestie van het teeken weg. 

Men heeft dan: 


Wac(s—als kV abs —a)(s—d) 


C—a 
of herleid: 
(b—e)[a? — a? (bHe) +3 abe — be (b + C)] =0, 
waaraan te voldoen is door 
le. b=c, en 
Ze. af —a? (be) +3abe —belbd-e)=0 . . . . (1) 
Is nu bij gegeven waarden van b en c voor a een waarde 


jat, 


te vinden, welke tusschen (b+c) en (b—c) gelegen is en 
dus met b en ce een driehoek vormen kan ? 
Onderstellen we, dat b)e is en noemen we het eerste 

lid van (1) F(a), dan is 

F(b—c)=—2Ce? 

F (b He) =2 be (b H-C). 
en zal er dus wel degelijk zulk een waarde voora wezen, 
zelfs is deze gelegen tusschen £(b+c) en b, want 


F Ze) EE HELD 


F (b) =be (b—c). 

Men heeft dus b>a>ec; de gelijke buitendeellijnen hal- 
veeren derhalve de buitenhoeken van den grootsten en 
van den kleinsten hoek. Dat er slechts één waarde van a 
aan de (Ll) voldoen zal, laat Neuberg (Mathesis, 1900) een- 
voudig aldus zien. 

j 3 
Stel 5 — 2, dan wordt F (a) = zE 5 )_ als 
f(z) =b? ec? —be(b H- e)ed- 3 bez? —(bH-C) 25. 

Nu is f' (2) == — be (bH- Ce) + 6 bez — 3 (b +-C) 2? 

Voor een bestaanbare waarde van z wordt f’ (2) nooit o 
want : 12 be (b HC)? ) 366? C° of 

(bd e)? » 3 be 
| omdat steeds (b+-c)? >» 4bc is. 
f(z) kan dus slechts voor één waarde van z nul worden, 
dus kan zulks ook slechts voor één waarde van a met 
F (a) het geval wezen. 

Al is het dus mogelijk, dat een ongelijkbeenigedriehoek 
twee gelijke buitendeelliĳjnen heeft, de vraag is nog: 
komt zulks voor als de deellijnen een gelijk of een ongelijk 
teeken hebben ? Hierover beslist de volgende stelling: 

S 3. Een driehoek is geliĳkbeenig, als de som van twee 
buitendeellijnen nul ús. 

Zijn nu de buitendeellijnen BB, en CC, gelijk, danzullen . 
ook (fig. 3) de AA ABB, en ACC, gelijk hebben: 

de"basis. BB; =CC, 
den tophoek Z BAB, = 4 CAC, 
de buitendeellijn van den tophoek Al == AI. 

In dat geval zijn de driehoeken congruent zooals fig. 4 

toont. Zijn toch twee driehoeken in hetzelfde cirkelseg- 
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ment geplaatst niet congruent, dan zullen zij ook ongelijke 
buitendeellijnen hebben voor de hoeken tegenover de ge- 


Fig. 5. 


meenschappelijke basis. Daar immers 4 BEC ) Z B'E’C en 
BE ) BE’ is, zal ook BD ) B'D’ wezen. 


Men zou van 
deze stelling een 
8 direct bewijs kun- 
Ane nen verlangen, 
Et dat slechts van 

Ne Drs, de hoofdeigen- 
D’ D schappen van het 

hoofdstuk der 
F congruentie ge- 
Piek bruik maakte, 
id dezelfde quaestie 
dus, die Lehmus voor het vraagstuk der binnendeellijnen 
gesteld heeft. Het bewijs van Hesse voor dat geval kan 
hier worden toegepast. 

Maak (fig. 5) C‚D=BC en CD =CB,;, dan zijn de AA 
CBB, en CC,D congruent, daar zij de drie zijden gelijk 
hebben. In de AA CB,S en BC,S is nu: 

180° — / S= (1) + 90° +1(3) =Z BCD 
— (4) + 90° + L(2) =Z BCD. 


HL 


Trekt men nu BD, dan is 
BD —= BD 
Deb 
ZLBC,D==/ BCD, en daar deze hoe- 
ken stomp zijn, is A C,DB == A CBD, dus BC, = CD =B,C 


8 RED 
\ RN pis , e 52e 
id Nee zE giet el 
\ aa 


Fig. 5. 


en zijn ook de AA BB,‚C en CC,B congruent, daar zij de 
drie zijden gelijk hebben, dus is ook Z (2) =/ (8). 


S 4. Goniometrische oplossing. 


Geschikt laat zich de goniometrische oplossing op een 
meer algemeene stelling toepassen nl. een driehoek is 
gelijkbeenig als de som van twee transversalen, die de bui- 
tenhoeken in gelijke verhouding verdeelen, nul is. 

Zij (fig. 6) En An ZR Dd 

LENA an ZV BAR Zin 
dan is: 
BC: BB, — sin (22 — 1800 + 2 ny) : sin 2ny 
BC: CC, = sin (2y — 1809 + 212): sin 2n2 
dus voor BB, = CC, 
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sin2(@Jny) _sin2ny 
sin?2(y ng) sin2nê’ 
welke gelijkheid herleid kan worden tot 


LEE tg (n +1) (y + #) 
omdat in het algemeen uit: 
sinp__sinp, 
sinq sing, 
volgt 
tgi(pt-q) _ tewp—g) 
tipi tg) tg t(Pi—4) 
De gelijkheid (2) eischt in het algemeen volstrekt niet, 
dat @ =y zij, daar er b.v. aan voldaan wordt door: 
n=t en yt2=90P; 
n=—t en y— =P, 
welke gevallen ook eenvoudig meetkundig verklaard 
kunnen worden. 

Maar we hebben ons te bepalen tot het geval, dat 
n)1l is en dan kunnen B en C niet ongelijk zijn. Ware 
nu-eens.B') C, dan is 

180° ) B—C)0 of 
1809 ) 180 — 2 nB —180 42 ny) 0 of 
90° jn (ly —B) ) 0 
dus is » (y — 8) scherp. 

Verder is: | 
2 nf 180° 2 nf) 180° —2ny 
2 ny <180° n(B Hy) ) 90° 


n (2 y) < 1800 
dus is „(B Jy) stomp. 


Eide”, 
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Ook is 2 B) 1809 —2 ny 
2 y > 180° —2 nf 
Metel) ve LSU LEEN 
1 2e 1 / 

ine le) (Loto) erin WIL rt 1800360 
dus (n +1) (2 + y) overstomp of overscherp. 

Het eerste lid van (2) is dus positief en grooter dan 1. 
Het tweede lid is negatief zoo (n+-1) (2 + y) in het 3de 
kwadrant ligt of zoo (n +1) (£ + y) in het 4de kwadrant 
ligt positief, maar kleiner dan 1, daar de hoek in den noe- 
mer minder dan 180° met dien in den teller verschilt. 
Derhalve kan aan (2) niet voldaan worden zoo @ en y 
ongelijk zijn en dient dus de driehoek gelijkbeenig te wezen. 


S 5. Pseudo-gelijkbeenige driehoeken. 


Beschouwen wij nu het geval, dat twee transversalen 

van buitenhoeken, die hetzelfde teeken hebben, gelijk zijn. 
Zij nu Z ABB, = m (180 — B) 
Z BCC, = m (180 — 0), 


& 
Se 


Rl 
5 rt 
\ 


KIO 
dan is (fig. 7) e 
BC: BB, — sin [A'— m (180 — B]: sin C 
BC: CC, = sin [B — m (180 — O)]: sin B 
Smvoors BB =CC, 
(3) sin [À — mm (180 — B] __ sin C 
sin [B —m(180—C)] sin B: 
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Deze gelijkheid eischt niet B—=C, er kan o.m. aan vol- 
daan worden door 
C=A—m.180° + m B 
2B—m.180° +m.C=180° of 
(1 — m)? 


A= in FT x 1809 
eem Jm 
Be 
1 — m? 
inr e 
of in getallen 

m Á B C 
5 56° 1320 120 
; 426,0 116-5,° 215,0 
1 AA480 109 26440 
1 450 105° 30° 


enz. 

Gemakkelijk overtuigt men zich, dat werkelijk in deze 
gevallen de buitenhoektransversalen gelijk zijn. Men 
heeft toch 


enn 
ADD Te x 3600 
len WIE AET, 
ZBB kee REE} x 1809, 
dus is A B,BC Bnn met BB, = BC 
en 
Z CBC, = IEEE x 360° 
m (m +3 
L BCO, = ment x 1809 
1 — 


dus is ook A BCC, Belie mek =O 


(5) zal ons ook de algemeene voorwaarde geven, welke 
tusschen de zijden van een driehoek bestaan moet om 
pseudo-gelykbeenig te zijn, zooals Neuberg het noemde, d.w.z. 
dat de driehoek, zonder gelijkbeenig zijn twee evengroote 
buitendeellijnen bezit. Blijkens (3) moet dan: 


| 
| 
| 
| 
| 


\ 
0 
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sin (CA 4 B — 000) sin CG 
‘sin(B+4C-— 90°)  sinB 
of herleidend 
sin C sin 4 (B — A) = sin B sin 4 (A — U). 

2 sin }C eos 4 Csin £ (B — A) =?2sin } B cos 4 Bsin } (A — C) 
sin 4 C sin 4 (A+B) sin 4 (B—A)==sin 4 B sin WA+0)sini(A—C) 
sin £ C (sin? £ B — sin? 4 A) =sin 4 B (sin? £ A — sin? £ C) 
sin? 4 A (sin B + sin }C)==sin 4 B sin £ C (sin 4 B —+ sin 4) 

dus (4) sin? 4 A ==sin 4 B sin £ C. 
Of in de zijden uitgedrukt 
(s—b) (s—c) _s—a (s —b) (s— Cc) 
be BE be 
a? (s—b)(s —c) = be (s — a)°. 
a? s° + a?be — a?s (2s — a) = be (s? — Zas + a°) 
a's —a? (2s — a) = bes — 2abe 
a’ (s — a) == be (2a — s). 
(5) (s — a) (a? + be) = abe 
(2) a® —a? (b+He) +3 abe — be (b HC) =0 
zijnde dezelfde derdemachtsverg. die reeds in 8 2 gevonden 
werd. Het blijkt thans weder, dat deze betrekking op- 
treedt bij een pseudo-gelijkbeenigen driehoek. 
(5) laat zich nog schrijven als: 
a° J- be = le —=4Rr,, 
wat door Alauda in Mathesis 1895 meegedeeld is. 
Daar altijd r—=4Rsin4A.sintBsin4C wordt in een 
ps. gelijkb. driehoek. 


(6) sin® SA=IE (Delahaye, Mathesis 1902). 
Schrijft men deze gelijkheid als: 
6 in2 1 es jj 
2Rsin? 1A Did 


dan vindt men dat in een ps. gelijkb. driehoek de pijl 
PQ =tAN is, als N het middelpunt is van den ingeschreven 
cirkel. Dit leidt tot de betrekking, die een eenvoudige 
constructie voor een ps. gelijkb. driehoek geeft en welke 
door Wontené, Mathesis 1902 meegedeeld werd. Daar steeds 
BP== NP is, zoo wordt AP =2PQ BP. Om dus op een koorde 
BC een ps. geliĳjkb. driehoek te construeeren, beschrijve 
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men uit het midden 
P van boog BC een 
cirkel met een straal 
gelijk BP +2 PQ, 
welke den gegeven 
cirkel in het toppunt 
van den gevraagden 
driehoek snijdt. 
BC kan zoo geko- 
zen worden, dat er 
geen driehoek ont- 
staat. Wil er een 


Fig. 8. 


driehoek mogelijk zijn, dan moet: 
PA =PB—2PQ=2RsintA—-4Rsin? + A72 R wezen, 
of sin? JAJ SsintA—} 
(sin LA + 1)(sin A —4) 


wat dus eischt, dat boog BC gelijk of kleiner dan 120° is. 
Dat is in overeenstemming met (6), daar r niet grooter 
kan zijn dan £R. 


S 6. Bolvormige driehoeken. 


Voor een bolvormigen driehoek geldt, wat voor den 
vlakken gezegd is. 

Opgemerkt moet worden dat elke hoek nu een positieve 
en een negatieve deellijn heeft,die elkanders supplement zijn. 

Zijn twee buitendeellijnen op het teeken na gelijk, dan 
is de boldriehoek gelijkbeenig. 

Zijn nu (fig. 9) de buitendeellijnen BB, en CC, gelijk en 
onderstellen we, dat ZB )/ZC ware. Dan zou ZB,BC > 
ZL BCC, wezen, dus ook bg CB, > bg BC,, zooals uit de AA 
BBC en C,CB volgt. Construeeren we nu A B,DC, zoo- 
danig, dat bg B‚D =bg BC, en bg C,D =bg BB, zij, dan zijn 
de boldriehoeken B‚BC, en C,DB, congruent. B,‚BC,D 
zou men een spherisch parallelogram kunnen noemen, 
waarin dus ZB,DC, =4B,BC, is. Trek bg DC, dan is 

Lebron ZbB iiD 
LG DC CD 


Ere ne 
LB,DC, > ZB, CC, 
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dus ook 
Be ZRSBO AB GOE 
BTK \ “4 90° — LB) 90° —1C of 
EAN CB, 
| \ wat in strijd is met de 
| \…, onderstelling, waarvan 
De Ee / 1 uitgegaan werd. 
/ Ee Dat de stelling hare 
en, geldigheid verliest, zoo 
wi de gelijke buitendeellij- 
N EE 4 nen hetzelfde teeken 
Ns 5e hebben kan blijken uit 
-°B Gs een voorbeeld, waartoe 
d “ wij komen door het resul- 
5 Fig. 9. taat, bij den vlakken 
driehoek verkregen. 
Vragen we aan welke $ 
voorwaarde de boldriehoek 
voldoen moet, opdat 
bj BB, —=bgBC=bg CC, zij. 
Dan is: 
in ASBrBC: 
cos a == cotg C. cotg (45° ++ B) 
As BCO 
cos a —= cotg (90° — £ C) 
cota (180° — B). 
Hieraan wordt voldaan door 
180° — B=45° +1 B en 
C=90° — FC dus 
B=1080 en G=600, dus 
red ero rd Fig. 10. 
zooals volgt uit 


cos a == cotg 60° cotg 72°, 


Zoo kunnen andere pseudo-gelijkbeenig boldriehoeken 
worden gevonden. 
Nam men b.v. B=120%, dan moest 
cotg C.cotg 15° =tgtC.eotg 60° 
waaruit volgt 
C4605b dt en a 13020307, 
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Deze laatste beschouwingen zijn evên als bij den vlak- 
ken driehoek voor uitbreiding vatbaar. 


NASCHRIFT. 


Onlangs is het probleem van Lehmus het onderwerp geweest 
van een academisch proefschritt; R. P. Baker promoveerde aan 
the University of Chicago op een dissertatie: The problem of the 
Angle Bisectors. Op andere wijze dan hier worden daar ook de 
buitendeellijnen behandeld. 


Omwentelingsbyoerboloide, 


Om aan te toonen, dat het omwen- 
telingsoppervlak, ontstaan door wen- 
teling van een rechte AP om een 
andere rechte OB, die de eerste 

‚ kruist, hetzelfde is als dat, wat ont- 
staat door wenteling van een hyper- 
bool om de imaginaire as, kan men 
het volgende bewijs leveren. 

Zooals bekend is, is de projectie 
AP’ van een beschrijvende lijn AP 

op het vlak van den keelcirkel raaklijn aan dien cirkel. 

Zij nu BOP/P een willekeurig meridiaanvlak, dat door de 

beschrijvende lijn AP gesneden wordt in P. 

Dan is OP” =a= A0 secp=trsecp en 
PP” =y=AP’tga=AOtgatgp=rtgatgo 

r en « zijn constant, p is veranderlijk met de beschrijvende 

lijn. Op het willekeurige vlak BOP’P beschrijft P duseen 
hyperbool, waarvan de gedaante onafhankelijk is van den 
stand van dat vlak. Op elk meridiaanvlak wordt door de 
beschrijvende lijnen van eenzelfde stelsel dus eenzelfde 
hyperbool ingesneden, m.a.w. men kan het oppervlak 
ook verkrijgen, door deze hyperbool om de as OB te 
laten wentelen. 

Breda (Ginneken). J. W. N, LE HEUx. 
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Orer een bepaling eener grenswaarde 


DOOR 


W. F. GISOLF, (den Haag). 


Het is hier de plaats er op te wijzen, hoe gevaarlijk 
sommige limietovergangen kunnen worden, indien niet 
nauwkeurig gelet wordt op de voorwaarden, die bij de 
vaststelling der daarvoor geldende stellingen hebben 
gegolden. 

Niemand minder toch dan Cesàro geeft in zijn Elemen- 
tares Lehrbuch der Algebr. Analysis p. 109 8 163 de vol- 
gende afleiding: 

Gegeven een reeks van getallen 

dre ER Ott dee 


welke alle grenzen overschrijden (lc $ 162) dan is: 
Engl Seen 
n | d, 


Blijkbaar is daarbij de volgende overweging toegepast 


heil, 


lim 


NO Lm a,— lima, 4 lim a, — lim a, 
ge lim 5: nnn 
n dy dn 
Ó nend 
lima, 


Fouten in de blinde toepassing der regels zijn er hier 
niet, en toch behoeft men slechts de reeks 


EEN ED 
te beschouwen, om tot het besluit te komen dat daarbij 
ne aal 
lim me: 
U 


Daar geen fout gemaakt is in de toepassing, zal deze 
gezocht moeten worden in de voorwaarden, die bewust 
of onbewust bij de opstelling der stellingen, die de grens- 
overgangen regelen, hebben gegolden. De allervoornaamste 
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der gronden, waarop deze stellingen zijn opgebouwd is 
wel die, dat een veranderend getal gezegd wordt een 
grens te naderen, als het verschil van grens en getal be- 
neden elk willekeurig positief getal gebracht kan worden. 
De waarde oneindig en de grensovergang naar oneindig 
zijn. conventie's en kunnen blijkbaar aan deze definitie 
niet worden onderworpen. Derhalve is de toepassing van 
de verschillende regels der grensbepaling in het onder- 
havige geval foutief. 


De formules voor hef spherisch excòs 


DOOR 
L. BOUMAN Jz., (Amsterdam). 


Men vindt 
LE =O (S 2000 =in SE COST (A SOENEN 
cos 4E = cos (S — 90°) = sin S= oon Dn cos? } C 
Kl 
COS) sint +0 


cos &c 
als men sin/S(A + B) en cos}(A+B) vervangt door het- 
geen de form. van Delambre daarvoor geven. De gevon- 


den vorm wordt niet logaritmisch voor C / 90° :ook niet 


na C in de zijden te hebben uitgedrukt. Evenzoo 
sin } E == sin (S — 90°) = — cos S= 
es COR el) sin £ C cos 4 C — CSE sin }C cost C= 
cos £c cos Jc 
_tindesinb nC. 
COS 5 C 
Voor C=90° geeft de 1e formule cos 4 E = cos la cos 4 b, 
de 2e, sin }E=sin}asin4b, waaruit tgtE=tgtatgib, 
De 2e formule geeft: 
Wsin ssin (s — a) sin (s — 6) sin (s — c) 
_______Q2eostacosibeoste ne 
waaruit E niet ondubbelzinnig bepaald wordt, daar 
0 <E < 3600, 


sin }E= : 
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Vermindert en vermeerdert men echter de leden der 
gelijkheid 1 = eos? £C + sin? } C met de leden der gelijkheid 
COS & en —b) cos 40+ cos 4 (a + b) sin? +C, 


cos $ E = 5 Ie 
Cos 4 cos $ 
dan bekomt men: 
NIE CORE) os 
cos Fc 
cos te—eost(ad-b) ., 
en B . hd . . Ï 
En ES (1) 
os 5 os t(a— 
2 cos? 1E = 5 bet co b( On 
COS 4 c 
cos 4 c + COS Ì (a Jb 
= Ee Emel ) sin* +C EEL) 


EP SGeE ND sin tE 
— 2sin 4(s —a) sin 4 } (s — 6) sin s sin (s — €) + 
+ sin tssin 4 zt sin (s — ad) sin Gide 
sin a sin b cos & 
_4sin} ssin }(s —a)sin 5 den sin { z(s—0) 
sin a sin b cos 4 c 
X OR 
(II) geeft: 2 cos? 4E = 
2 eos £(s — a) cos 4 (s—b) sin s sin (s — €) = 
+2 eos ts cos t (s —e) sin (s — ad) sin(s —b) __ 
sin a sin b cos + c 
_ 4 cos $ LS COS 4 (s — a) COS 4 Gel L(s— ©) 
sin a sin cos 4 c 
Xx [2 sin 5 s sin £ (s —c) +2 sin 4 (s—a) sin 4 (s — b)]. 
De uitdrukkingen tusschen accolades blijken elk gelijk 
gelijk te zijn aan 2sin{asin4b, zooals dadelijk wordt 
gevonden door de producten als veeltermen te schrijven. 
Dat zij gelĳĳk zijn vindt men ook uit: 
cos 4 c = cos [} Gean 
— COS ds COS L (s — C) + sin 4 s sin J (s — C). 
COS 4 e= cos là ges: (s —b)|= 
== GOS + (s — a) COS + (s —b) — sin 4 (s — a) sin 4 (s—b). 
Deze waarde voor die uitdrukkingen honarentk, Beer 
men : 


V'sin &s sin 4 Eed) sin $ (s — b) sin 4 (s —C) 
cos ta cos hb cos Jc 
Wiskundig Tijdschrift, 8ste ba 9 


sin + E = 
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V'cos 4 s cos $ (s — a) cos F (s — b) COS + (8 — cc) 
cos +a cos 4b cos tc KÒ 
waaruit tg 4E=ltgtstgt(s—a)tgt(s —b) tg t(s —c). 
Door elk dezer 5 is É ondubbelzinnig bepaald. 
De laatste kan direct worden verkregen uit: 
1 —co5 4E 
A ee 
als men teller en noemer dezer brenk herleidt als boven. 

Op deze wijze vormt de afleiding van al de formules 
voor het excès een samenhangend geheel. 

Nog is op te merken dat evenmin als sin S, sin (S — A) 
rechtstreeks logarithmisech in de zijden is uit te drukken, 
wêl cos (S — A). 

Evenzoo blĳkt dat wèl sins, sin(s—a) rechtstreeks 
logarithmisch in de hoeken zijn uit te drukken en niet 
COS s, COS (s — d). 


en cos + E= 


De resolventen van de volledige vierdemachtsvergelijking. 


DOOR 


G. D. RASCH (Utrecht). 


Op bladz. 88 en volgende van den derden jaargang van 
dit tijdschrift heeft de heer H. G. A. VERKAART volgens 
de methode van DESCARTES (gewijzigd) een resolvente 
afgeleid voor de volledige vierde-machtsvergelijking. Ik 
wil thans wijzen op een meer algemeene methode om tot 
resolventen van deze vergelijking te komen. 

Men kan een vierde-machtsvergelijking namelijk be- 
schouwen als den eliminant van twee tweede-machtsver- 
gelijkingen met twee onbekenden, waarvan de gemeen- 
schappelijke wortels dan gevonden kunnen worden op de 
wijze, door mij uiteengezet op bladz. 250 van den tweeden 
jaargang van dit tijdschrift. 

Gaan wij uit van de vierde-machtsvergelijking : 


et Han? Hb? + ca Hd =0, 
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dan kunnen wij deze ontstaan denken door eliminatie 
van y uit: 
gr —y=0en y? +be? Haay der Jd=0, 
Om nu de gemeenschappelijke wortels van deze te 
vinden, combineeren wij één ervan met 
y2 + 6x? + any Hen Hd — A(n? —y)=0 
en gaan na voor welke waarde van A het linker lid van 
deze laatste vergelijking in twee lineaire factoren is te 
ontbinden. Dit is het geval als de determinant: 
2(—À+-b) a c 
a 2 An 0, 
js 2d 


Dit uitwerkende vindt men dan een derde-machtsverge- 

lijking in À, welke als „resolvente” is op te vatten, nl.: 
A3 — DA? + (ac — 4d) A — (a? — 4D) d — C° =0, 

en welke voor A —=2s overgaat in de door den heer Verkaart 

gevonden resolvente. 

Men had ook uit kunnen gaan van het stelsel: 

a —y=0en y? +axvy dc + by -d =0 
en moet dan nagaan, wanneer 
yet ary dent bdy dl? —y) 
in twee lineaire factoren te ontbinden is. Dit is het geval als : 
— 2À a c 
a 2 bA-A |=0 of 
c bA-A 2d 

A3 HIBA? L(b2 —4d Hac) A —a (ad —be)—e?=0. . (1) 

Stelt men hierin a—=0, waardoor de term met «?° ver- 
dwijnt uit de oorspronkelijke vergelijking, dan krijgt men: 

A3 J- 2DA2 + (b2 —4d) A—e? =0 
zijnde de resolvente van DESCARTES. 

Vergelijking (I) gaat weer over in de tweede resolvente 
van den heer VERKAART, wanneer men de wortels met b 
vermindert. 

Men komt langs dezen weg echter niet altijd tot een 
nieuwe resolvente. Het stelsel vergelijkingen 

ay=l en #° + dy? Jard bry ey =0 
bijvoorbeeld geeft dezelfde resolvente als boven. 
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Vit Buitenlandsche Tijdsohriiten. 


175. Eigenschap van een viervlak. 


De gemeenschappelijke loodlijn der hoogtelijnen AA’ en 
BB’ van een viervlak ABCD loopt evenwijdig met CD. 
Ei} Mathesis, 1911, Question d'ewamen 1550. 


176. Eigenschap van een vierhoek met onderling 
loodrechte diagonalen. 


De omgeschreven rechthoeken van dezen vierhoek zijn 
gelijkvormig. 
Mathesis, 1910. Question d'ewamen 1511. 


177. Eigenschap van een driehoek. 
Als A —=2B.is, dan is a? —=b (bc) 
Q. Zeitschr. f. math. und naturw. Unterricht XL. 1911. 


Boekbespreking. 


Dr. H. DE VRIES. Leerboek der beschrijvende meetkunde. 
Deel 1. Deleer der projectiemethoden, 1908. Deel IL. Ruim- 
tekrommen en gebogen oppervlakken 1911. 

Delft, J. Waltman Jr. 

Tijdens zijn werkzaamheid aan de Technische Horden 
te Delft gevoelde de schrijver behoefte aan een boek, dat 
verder gaat dan de leerboeken voor de H. B. S., maar niet 
zoo ver als de bestaande buitenlandsche werken. Vandaar 
het ontstaan van dit boek op verzoek van den uitgever. 
Het omvat datgene wat in ons land geëischt wordt bij 
desbetreffende examens. 

Het eerste deel behandelt centrale projectie, perspectief, 
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rechte en scheeve parallelprojectie, axonometrie, cavaliêre 
perspectief; het tweede deel ruimtekrommen en ontwik- 
kelbare oppervlakken, omwentelingsoppervlakken, niet- 
ontwikkelbare regeloppervlakken, onderlinge doorsnijding 
van oppervlakken. 

De schrijver doet telkens mededeelingen van verschil- 
lenden aard, waardoor het werk voor eigen studie zeer 
geschikt is geworden. 


J. CHR. HEUSCHMANN. Aus Laienmund ein Wort zum sogen. 
groszen Fermatschen Satz. 

Fr. Junge, Erlangen, 1911. 

De schrijver tracht het bewijs te geven voor derde en 
vierde machten door het beschouwen van eigenschappen 
der getallen, uitgaande van de onderstelling, dat Fermat 
waarschijnlijk niet van algebraïsche schrijfwijzen zal hebben 
gebruik gemaakt. Hij schrijft daartoe die getallen en 
hunne machten op bijzondere wijze, zoodat hij verschillende 
reeksen verkrijgt. 


REINIER NEETENS. Over Zwaarte- of Valkracht. 

Antwerpen, De Nederlandsche Boekhandel. 1911. Fr. 0,35. 

„Door mijne studie over algemeene aantrekkingskracht, 
die geleid heeft tot het stellig bewijs, dat die kracht 
niet bestaat, enz.” Door dit begin is de inhoud van het, 
iets meer dan twee bladzijden groote geschrift, geken- 
schetst. 


DR. LORENZ. Die Theorie in der Technik. Rede zur Feier 
des Geburtstages Seiner Majestät des Kaisers und Königs, 
gehalten am 27 Januar 1911 in der Aula der Königlichen 
Technischen Hochschule zu Danzig. 

Danzig, Schwital und Rohrbeck. 

Voor wiskundigen, die ook in techniek belangstellen, 
zeer lezenswaardig. Er wordt in besproken dat de tech- 
niek zonder wiskunde oneeonomisch werkt; dat het water- 
rad van SEGNER aan EULER aanleiding gaf tot het gebruik 
maken van de theorie van DANIEL BERNOUILLI omtrent 
stroomingen, en tot het ontwerpen van de theoretische 
hydrodynamica. De ontwikkeling van door water bewogen 
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werktuigen wordt verder nagegaan in verband met de 
ontwikkeling der wiskunde betreffende vloeistofbeweging. 


HANS MEeTrTTLER, Masch. Ing. Graphische Berechnungs- 
methoden. Im Dienste der Naturwissenschaft und Technik, 
mit 43 Zeichnungen. L. 

Zürich-Selnau, Gebr. Leemann & Co, 1910. 

Het nut van graphische berekeningen voor de techniek 
behoeft niet nader betoogd te worden. Er zijn echter ook 
wetenschappelijke vraagstukken, die graphisch behandeld 
kunnen worden. Om de onjuistheid aan te toonen van de 
bewering, dat zulk een behandeling onnauwkeurige uit- 
komsten geeft (gewoonlijk geuit door personen, die niet 
kunnen omgaan met teekengereedschappen), heeft de schrij- 
ver vraagstukken uit de wiskundige aardrijkskunde, astro- 
nomie en metereologie uit zijn eigen praktijk verzameld 
en in dit boekje vereenigd: 

bepaling van den afstand van 2 punten op aarde; 

verandering van coördinaten (namelijk van die, welke 
de plaats van een ster bepalen); 

de dagelijksche beweging van de zon, tijdmeting, refractie ; 
vraagstukken die afhankelijk zijn van de beweging der zon : 
(constructie van de schaduw van een lichttoren op het 
oppervlak der zee (toren bij Marseille), zonnewijzers, aanleg 
van een badinrichting te midden eener boomaanplanting, 
onderzoek van de oorzaak eener abnormale hooge tempe- 
ratuur in een bepaalde plaats, invloed van den bouw van 
een huis op de belichting van een tuin, dergelijke invloed 
van den bouw van een hotel op een sanatorium, snelheid 
van een wolk, (berekend uit haar schaduw); 

astronomische plaatsbepaling. 

Zooals men hieruit ziet, is een geheel nieuw en belang- 
rijk gebied toegevoegd aan de graphica. 

De schrijver stelt zich voor in een of meer volgende 
boekjes toepassingen op natuurkunde en werktuigkunde 
te geven. 


MAXIMILIEN WINTER. La méthode dans la philosophie des 
mathématiques. Bibliothèque de philosophie contemporaine. 
Paris, Félix Alcan, 1911. 
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Drie methoden worden besproken: de methaphysische, 
de logistieke, de historisch-eritische. 

De bedoeling is, een antwoord te verkrijgen op de vraag : 
welke methode geeft in onzen tijd voldoende wetenschap- 
pelijke zekerheid voor het onderzoek van de grondslagen 
der wiskunde. 

Bij de eerste methode worden Duhem, Hilbert en Peano 
genoemd, terwijl nagegaan wordt hoe de stand is tegen- 
over Kant en het neo-kantisme. Daarbij wordt Natorp ge- 
noemd en de theorieën van Lorentz, Einstein, en Min- 
kowski betreffende electrodynamica. 

In het tweede hoofdstuk wordt aangetoond, dat de logis- 
tiek nimmer een grondslag kan geven voor de wiskunde, 
omdat zij feitelijk een gedeelte der wiskunde uitmaakt. 
Daarentegen is zij van nut voor het bepalen en classifi- 
ceeren van elementen der taal, welke in de wiskunde 
gebruikt worden. 

Slechts de historisch-critische methode, zooals ze door 
Mach is toegepast op de mechanica, blijkt de aangewezen 
methode te zijn voor de philosophie. Schrijver wijst twee 
onderwerpen, die door de philosophie zijn veronachtzaamd, 
nl. de getallentheorie en de hoogere algebra. Hij bespreekt 
bij de eerste de invoering van imaginairen naast de reken- 
kundige getallen, spreekt over congruenties, de getallen 
van Kummer, het begrip groep, continue veranderlijke in 
de getallenleer. Bij het tweede geeft hij een overzicht van 
de ontwikkeling der oplossing van hoogere machtsverge- 
lijkingen door Tschirnhaus, Lagrange, Abel, Gauss, Cauchy, 
Galois, Jordan, Klein; de groote stappen, die telkens ge- 
maakt werden daarbij goed latende uitkomen. 


GABRIEL ARNOUX. Essai de Géometrie analytique modulaire 
‚à deu dimensions. Essais de psychologie et de méthaphy- 
sigues positives. 

Paris, Gauthier-Villars, 1911. 

Feitelijk is dit boek ontstaan door samenwerking van 
LAISANT, GASTON TARRY en ARNOUX; in de voorrede deelt 
de schrijver mede welk aandeel ieder daarbij heeft. Het 
bevat niet de gewone analytische meetkunde, maar een 
geheel nieuw onderwerp, dat verband brengt tusschen de 
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meetkunde en de rekenkunde. Elke eigenschap van figuren 
der modulaire meetkunde geeft een uit de rekenkunde 
aan. Elke oplossing van een in de modulaire meetkunde 
gestelde vraag is tevens oplossing van een rekenkundig 
vraagstuk. De schrijver maakt gebruik van graphische 
voorstellingen, die hij „espaces modulaires” noemt, en 
waarvan eigenschappen worden ontwikkeld. 

De bewerkingen van de gewone analytische meetkunde 
geven hierbij bijzondere uitkomsten, geheel verschillend 
van de gewone, bijv. dat als men de punten eener lijn 
verbindt, de verkregen richtingen elkander onder een 
aantal verschillende hoeken snijden, of dat in bepaalde 
gevallen de tangens van een hoek niet verandert als men 
bij den hoek een willekeurigen anderen hoek optelt. 

Er worden ook kromme lijnen behandeld : logarithmische 
kromme, logarithmische spiraal, cirkel, enz, die niet als 
kromme lijnen geteekend zijn, maar door een diagram 
zijn aangeduid. 


WILHELM OSTWALD. Die Forderung des Tages. 

Leipzig. Akademische Verlagsgesellschaft, 1911. Zweite 
Auftlage. 

Hoewel deze verzameling van opstellen zich niet onmid- 
dellijk richt tot den wiskundige, is het niet ondienstig de 
aandacht er op te vestigen. Met „Forderung des Tages” 
wordt bedoeld: „datgene, wat de dag van heden van ons 
eischt”, of „dat wat het eerste gedaan moet worden”, 

De schrijver, scheikundige, die bekend is wegens zijn 
pogingen om de energie een hoofdrol toe te kennen in 
wetenschappelijke theorieën, brengt hier de energie ook 
in verband met het dagelijksch leven, zoodat na een hoof d- 
stuk over de „moderne energetica” een volgt over „ener- 
getica en kultuurgeschiedenis”, Het is hier niet de plaats 
om onderwerpen betreffende methodiek, psychologie en 
biographie, algemeene kultuurproblemen te bespreken, 
terwijl de onderwerpen betreffende het onderwijs, in hoof d- 
zaak dat aan de universiteiten betreffen. De schrijver is 
een beslist tegenstander van het onderwijs in latijn en 
grieksch, en legt den nadruk op de groote waarde van 
een internationale taal. 
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Een groot aantal nieuwe gezichtspunten op allerlei gebied 
worden door den schrijver vermeld. 


PAuL ERrNsT. Darstellend-geometrische Behandlung der 
Dupinschen Zykliden. 

36 Jahresbericht der k. k. Staats-Oberrealschule im XV 
Bezirke von Wien (Fünfhaus). 

Na een literatuuroverzicht over de Cykliden, behandelt 
de schrijver algemeene eigenschappen en de wijze van 
ontstaan der verschillende vormen, en de gedaante van 
vlakke doorsneden, en doorsneden met een bol. Dan be- 
spreekt hij den schijnbaren omtrek en de slagschaduw bij 
rechthoekige projectie, scheeve projectie, en centrale 
projectie. 

Eerst daarna geeft hij de rech hoekige projectie, bij 
welke eenige opgaven worden opgelost. 


Necrologie. 


Jules Tannery (1838—1910). 

Op 11 November 1910 overleed een der korypheeën op 
het gebied der rekenkunde, de schrijver van de Legons 
sur U Arithmétique en van den Rôle du nombre dans les sciences. 


Q. 


Eugène Rouché (1852—1910) met Comberousse uitgever van 
het klassieke Fraité de Géométrie, overleed 19 Augustus 
1910 te Lunel. Hij was het laatste Examinateur à YZcole 
Polytechnique. Hoewel hij verschillende verhandelingen 
publiceerde, is hij toch het meest bekend als schrijver 
van de veel gebruikte handboeken : Statique graphique en 
Stéréotomde. 


Julius Petersen (1839 —1910). 

5 Augustus van het vorige jaar overleed te Kopenhagen 
de bekende schrijver van de „Methoden og Theorier til 
konstruktionsopgavers Lösning”, welk boek sinds zijn ver- 
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schijning in 1266 nagenoeg de geheele wereld door ver- 
taald is. Verder schreef hij een „Theorie der Algebraïsche 
Vergelijkingen”, „Voorlezingen over Mechanica” en leer- 
boeken, die in Denemarken veel gebruikt worden. 
Petersen was lange jaren inspecteur van het wiskundig 
onderwijs in zijn vaderland. „ll vouait” — aldus de redactie 
der Acta Mathematica — son beau talent plutôt au service 
de Yenseignement qu’au développement de la science 
proprement dite, et si le Danémark est un des pays où 
Yenseignement secondaire est à la hauteur d'exigences de 
notre époque cela est du au premier lieu à l'oeuvre 
didactique de Julius Petersen.” | Q. 


Vraag en Antwoord. 


Tweede antwoord op vraag 50, bladz. 71. Een rechte door 


’t punt (0, 0, a) kan worden voorgesteld door 8 
de ZA KA 
D= BL of y=? (1) 
ee z=ad vp 
De zee, 
Deze snijdt de parabool ype 
als: O=ad veen up? =2pip, 
of: pj en Satmy=0.... @ 
Nu volgt uit (1): de PA AREN, 
Vv Za rg 


Dit gesubstitueerd in (2) geeft als vergel. van den kegel 
met (0, 0, a) tot top en gaande door de parabool: 
ay* J-2pxz — par =0. 
Deze kegel is een omwentelingskegel als p? =a?®, dus 
als a=Jp en als a=—p is. 
Er zijn dus op de Z-as twee punten te bepalen, die toppen 
kunnen zijn van omwentelingskegels. 


ET TE 
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De vergelijkingen dezer kegels zijn dus: 
L. yv? 4 2az— pr == 0. 
IT. y° — 22 — 2pxe =0. 
B. Je 


Derde antwoord op vraag 50, bladz. 71. De top van den 
kegel in de Z-as en de top van de parabool in O liggende, 
is de Z-as beschrijvende lijn van den kegel. De doorsnede 
van den kegel met een plat vlak is een parabool, als het 
vlak evenwijdig loopt met een raakvlak aan den kegel. 
Is z, de Z-coördinaat van den top van den kegel, dan is de 
vergelijking van dit raakvlak z=z,. De as van den kegel 
zal de as van de parabool snijden, dus is het vlak y =0 
hoofdvlak van den kegel. De Z-as en de lijn y =0,z=z,» 
zijn de beschrijvende rechten volgens welke dit hoofdvlak 
den kegel snijdt. De as. van den kegel ligt dus in het 
XZ-vlak en maakt hoeken van 45° met Z-as en X-as. 

Zij A de top van den kegel, B het snijpunt van de as 
met de X-as. Een vlak | op de as van den kegel in B 
snijdt de parabool in C en de rechte z=z, in D. Zij verder 
E het voetpunt van de loodlijn uit D op de X-as neergelaten. 
Mans Gb BD Verder DE =AO OB. BD dus l/2. 


BDD Eje ZDS LD: 
De coördinaten van den top van den kegel zijn dus 0, 0, p. 


Een lijn door dit punt en het punt (a,b) van de parabool, 
heeft tot vergelijking : 


Te SP 


—a —b pp’ pz pz 
Maar a en b voldoen aan de vergelijk b? =?2pa. De ver- 
gelijking van den kegel is dus: 


OD Pe PO 
MET p Tre + 22 — 2px = 0. 


Vierde antwoord op vraag 50, bladz. 71. Na gevonden te 
hebben den stand van de as van den kegel, stelt men de 
Z-eoördinaat van den top z,. 

De richtkromme zal zijn 

wy? Jz —ra=0 | 


r parameter. 
L=Z | 
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Een lijn door het punt (O0, 0, z,) heeft tot vergelijkingen 
sue, 
v—=Q(e—e,) 
Eliminatie van x,y en z geeft 
2Q2, Qe, En; 
QitrrQD A 
Eliminatie van P en Q geeft na uitwerking 
2 (2, —r) ae? Hey? J Arme — Are a =0. 
Snijding met het vlak z=0 geeft 
22)? zy? — Are an =0, 
wat identiek moet zijn met y* =2px dus 2, =S reen: 
De vergelijking van den kegel is dus y? + 2az — 2pa = 0. 
Rotterdam. K. SCHOUTEN. 


Vijfde antwoord op vraag 50, bladz. 71. De heer Dr. v. GEER, 
die het vraagstuk indertijd als examinator opgaf, dacht zich 
den bol beschreven in den kegel, rakend aan het vlak van 
de parabool; het raakpunt is brandpunt. Daarmede is de 
vraag meetkundig opgelost; analytisch kan de kegel 
bijv. als omhullende van den bol bepaald worden. Zed. 


Derde antwoord op vraag Öl (L), bladz. 74. Voeren we 
als nieuwe variabelen in: 


g=—=arsinbecosp, y=brsindsine, 2=CrCOS ds 


Dí&, y, 2) 
Hek, —=abc.r? sin 4 en de integraal 
D (», 4, ©) d 


abe | Í | er? sin 6 dr de de. 


Berekenen we deze voor ’t eerste kwadrant, dan zijn de 


dan wordt 


grenzen van 6 en p van 0 tot En en die van r van 0 tot 1. 
Ee 1 
L=8ate (“dof sins as | ns 
0 0 
arabe | — €" (r* Hr +2) =4zabe (2 — 2). 
b, J, 
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Tweede Antwoord op vraag Öl (2), bladz. 74 en 77. De 
kromme p? = a? cos 24 stelt voor de lemniscaat in ’t XOY-vlak. 
Zij r de voerstraal van een punt in een cirkel dan is 
r=epsinp, als p de hoek is, dien deze voerstraal maakt 
met de loodlijn in O op ’t XOY-vlak. 
De vergelijking van ’t oppervlak is: 
Tat OS in O SO 
De inhoud van een 1uimte-element in poolcoördinaten is : 
r2 sin p dr dp dô, 
De inhoud van ’t geheele oppervlak is 8-maal zoo groot 
als ’t gedeelte in ’t le oktant. De inhoud is dus: 


Je 
8 |G sine deds= 
B 


bel 
US [| sin*p . (cos 26)“, dp do, 
B 


waarin P ’ deel van de lemniscaat in ’t eerste kwadrant, 


zoodat de grenzen van p zijn van 0 tot 5 en die van 6 
van 0 tot A 8 


R 7 


3 
La? jk (cos 26)“ d6 lg sint p do. 
0 0 


Nu is Ik sint pdp=tB(2, =d. 5 @ ara 


0 


a ER Ed: VOTE) 
ee ICH Broere ve 
Zoodat de integraal wordt: 

4E 
I= tas. [r pe. . 
B. If 
Vraag. Waar ligt de oorzaak van het verschil van deze 
uitkomst met die bovenaan bladz. 78 ? Red. 
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Antwoord op vraag 64, bladz. 79. Vraagstuk akte K.v., 
1900, Integraalrekening No. 1: 


Bepaal den inhoud van het lichaam, dat ontstaat door de 
wenteling van de Lemniscaat 


(weg) Zar (oi) 
om de X-as. 
Oplossing. 

Het gevraagde volume is: 


a 
va? | rytae. 

0 
Uit de gegeven vergelijking volgt: 
2 2 
Eee CH) 


De negatieve wortel kan niet voldoen. Dus 


Y 


a a 
2 2 
var [EEE dta [at 48e). de= 
0 0 


= En — za? Jd [ete 
5 


Eene ee nt 


dx a 
2 | Zul 0 
mede 
+5 le VB (a? +802) | = 
ze 
Lat Fans HEEE 
1 za Har 1V(3 +18) = 


prat Hg lv) 
zat fee) _ 34718... za? 
) m0 


DR. J. VREESWIJK (Utrecht), E. D. J. DE JONGH JR. (Kampen), 
Va (NA, Name 
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Vraag 55. Hoe groot is het getal van Mersenne, dat op 
bladz. 31 genoemd is ? 
IJ À. 


Antwoord. 

8 064991 081731 771716 716694 054300 618567 237478 244567 204551. 
Bij deeling door 48441 is het quotient : 
10 555260 738283 596526 707351 449106 106379 629341 966511. 


Vraag 56. De integraal van LAPLACE: 


e ©) 
seed EE sin ax d 
nd 

wordt berekend LA differentiatie naar a van de be- 

e ©) 

F COS AL XK —d 

kende integraal I= [ Eme 

0 
want dl fesinam nn 

da 1 J- x? zee 2 / rap, 
0 


Volgens 8 215 uit CZUBER II is deze differentiatie echter 


alleen geoorloofd, als zoowel Se als ze À bestaan. 


de dees fw? COS ax 
Nu is: EN ETE TE de. 
0 
Zou een van de lezers kunnen helpen aan ’t bewijs van 
de bestaanbaarheid van deze laatste integraal ? 
B. ÀL 


Vraag 57. Hoe is de oplossing van Vraagstuk 1908, No. 2, 
acte K.v. Integraalrekening: 


Te integreeren de gelijktijdige differentiaalvergelijkingen : 


2 
dy da 


ua 
R3 
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Nieuw verschenen werken. ’ 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgaven van W. B. J. Tjeenk Willink, Zwolle. 


Dr. A. KIJLSTRA en DR. J. VREESWIJK. Goniometrie 
en Trigonometrie, 1911. 


Dr. P. MOLENBROEK. Werktuigkundige Vraagstukken. 
de veel vermeerderde druk. 1911. f 1.00. 


Uitgave van Meyer en Schaafsma, Leeuwarden. 


P. VAN BEMMEL. De ruimtedriehoek of drievlakshoek. 
Een hoofdstuk uit de ruimte-meetkunde, bewerkt voor 
leerlingen van hoogere burgerscholen en gymnasia; 
EEE ber SM Dr 


Uitgave van J. Waltman Jr., Delft. 


Dr. H. DE VRIES. Leerboek der beschrijvende meetkunde. 
Deel 1, De leer der projeetiemethoden, 1908. 
Deel II, Ruimtekrommen en gebogen oppervlakken, 1911, 


*\ Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Bijdeare tot de wiskundige theorie der 
grenredige vertegenwoordiging 


DOOR 
Dr. HI. ONNEN SR, (Den Haag). 


(Vervolg) 


9, Noemen wij weder Aj de getalsterkte der partij, die 


den laatsten zetel krijgt, maar nu bij toepassing van de 
methode S-L., dan is: 


of ook: 


Ben A, 
apt $ Aj ns + À 
apt 
Deelt men dus de getalsterkte van elke partij door : 
ä7 Aj 


d.i. het dubbele van het laatst verkregen quotient, dan 
krijgt men een getal, dat minstens gelijk is aan het aantal 
zetels, dat aan de partij toekomt verminderd met 4 zetel 
en kleiner dan dat aantal zetels vermeerderd met 4 zetel. 

Men kan dus het dubbele van het laatstverkregen quo- 
tient beschouwen als een hulpkiesquotient, waardoor men 
elke partijsterkte slechts behoeft te deelen, om op + zetel 
nauwkeurig het aantal zetels voor die partij te vinden. 

Is verder ken de partij die den (n + 1)en zetel zou ver- 


krijgen, als er nog een zetel te vergeven was, dan is: 
Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. 10 


A en À 
Ek 
Za, 41 Za, +1 2a.—1 
OL 
Bent 
a, 2 At? Oi 
waaruit volgt: 
A, ef 
nen 
an Td 


Voor alle partijen, behalve A zal dus ook de deeling 


door : 
Â 


m m 
Eeden sala =d X nn EES 
Beam: Zal 


d.i, het dubbele van het in grootte volgende quotiënt, op 
1 zetel nauwkeurig, het aantal zetels doen kennen, dat 
haar toekomt. 
Elk getal q, dat voldoet aan: 
À ee Á 
ce l 
LX gn TSA SXT 
2a ea 1 Za) —Ì 
zal derhalve, als hulpkiesquotient gebruikt, voor elke partij 
het aantal zetels, op $ zetel nauwkeurig, aangeven. 
Stelt men dan: 
A =ag +-p, 


HQ eg 
is, dan vindt men door summeering : 
E(A)=qd (a) + 2 (0) 


waarin nu: 


At Oe 2 (p) 
of: enkle ze 
Maar : — pq <E(e) <H4pg, 
: k == ik 
dus: QE g GQ 


S EE: 
of: nipt nere ede 
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Hieruit blijkt, dat qg=Q, kan zijn en dat dus soms het 
ware kiesquotient Q, terstond aan elke partij, op 4 zetel 
nauwkeurig, het haar toekomende aantal zetels toewijst, 
hetgeen trouwens a priori al was in te zien. 

In dit geval is: 


A=aQ tr, 
waarbij dan: 85 
mr EQ, 
genomen wordt; en dan moet: 
J lr) 
zijn. Is dit niet het geval, dus: 
A= «Q, ade ) 
dan geeft de summeering: 
n= X(a) + Eg 
dus: 
XY (a) =n — Le 


Stelt men hierin de grenswaarden —4pQ en +4pQ 
voor X(r), dan heeft men: 
n—_IPp<Ele) nti p, 
zoodat met het ware kiesquotient nooit meer dan £ p zetels 
te veel en altijd minder dan £p zetels te weinig toegekend 
worden. 

Evenals bij d’H. kan men ook hier beginnen met de 
partijsterkten te deelen door het ware kiesquotient Q. Is dan: 
Xla) <n, 
zoodat q < Q genomen moet worden, dan deelt men de nog 
vacante zetels één voor één uit door telkens te deelen 

door 2x +1, 
Is daarentegen: 
Za) n, 
dan deelt men, zoo dikwijls als noodig is, door 2a—1 en 
neemt telkens een zetel af van de partij, die daarbij het 
kleinste quotient geeft; want dan heeft deze partij dien 
zetel ten onrechte ontvangen. 


10, Wanneer twee partijen volgens de Gr. R. evenveel 
recht hebben op een laatsten zetel, omdat zij bij de deeling 
door Q, gelijke resten overlaten, dan wordt die zetel door 
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S-L. niet, zooals door d’H., altijd aan de sterkste der twee 
partijen toegekend, maar alleen dan, wanneer de twee 
gelijke resten kleiner zijn dan 4Q. Immers, de zetel wordt 
door S-L. toegewezen aan de partij, waarvoor : 


DT 
het grootst is. Vervangt men hierin a« door nn dan 
wordt: 

SA AQ OE 
Jatl 2AQ—?2r eb 


en dit is voor 7» <4Q grooter, naar gelang A grooter is. 
Zijn echter de twee gelijke jresten 7 grooter dan 4 Q, 


dan is: 
À Q, 


Za +1 8 On or Q 
Ä 
het grootst voor de partij met de kleinste A, zoodat dan 
de laatste zetel door S.-L. gegeven wordt aan de zwakste 
partij. 

Hebben in het systeem d’H. twee partijen evenveel recht 
op een zetel meer, dan wordt deze zetel door S.-L. altijd 
toebedeeld aan de zwakkere partij. Want, als voor twee 
partijen A „en A PE 


A, ie Ag 

Mene 
is, dus: 

Ä, Beal 

A raegdel 
dan zal: | 

A, ) Ag 


2e, H1& Zag +1 
zijn, naar gelang: 
Ä, N 2x, +1 


Ag S Zar tl 


a +1 N 2e, +1 
tg TI 
Ob: 
) 
Dr C Dn 
en derhalve naar gelang : 
NS 
Ag ( Ag 


is. Was dus bijv. A 7 de sterkste partij, dan zou volgens 


S-L. de zetel aan de zwakkere partij A gegeven moeten 
worden. 

Men ziet hieruit, dat de methode S-L. ten aanzien van 
de kansen voor de sterkere en voor de zwakkere partijen, 


om met een vertegenwoordiger meer begiftigd te worden, 
tusschen de beide andere methoden in staat. 


11. Het hulpkiesquotient q, dat bij de methoden d’H. en 
S-L. ingevoerd is, heeft deze beteekenis, dat q stemmen, 
in plaats van Q, noodig en voldoende geacht worden, om 
recht te geven op één vertegenwoordiger. En hiermede 
is dan tevens gezegd, dat de kieskracht, waarover elk 
kiezer beschikken kan, gebracht wordt op 1/q in plaats 

van 1/Q. Uit de grenzen (4) en (5), die wij voor q in de 
„beide methoden vonden, volgt nu, als wij het hulpkies- 
guotient volgens d’'H. door gj, en dat volgens S-L. door Qs 


aanduiden en n/S vervangen En 1/Q,: 
1 — - 
DET t° +5 
Ken: ee 1 Ep 
De grenzen, binnen En de gereduceerde kieskracht — 
zooals men 1/q zou kunnen noemen — altijd gelegen moet 
zijn, bepalen in beide gevallen een even groot gebied, 
namelijk p/S. Maar bij S-L. ligt de theoretische kieskracht 
1/Q juist in het midden tusschen de twee grenzen, terwijl 
zij bij d'H. de onderste grens uitmaakt. Dit wil zeggen, 
dat in het algemeen S-L. de theoretische kieskracht 
beter nabij blijft dan d’H., wat trouwens uit de wijze, 
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waarop SAINTE—LAGUË tot zijne methode gekomen is, wel 
te verwachten was. 


12. Nog velerlei zijn de gezichtspunten, waaruit men de 
drie methoden met elkander vergelijken kan. Wij willen 
alleen nog een onderzoek instellen naar de verhouding 
tusschen het grootst denkbare partijguotient P, en het 


kleinst denkbare partijguotient P. 
it: 
of: 


a 
volgt, dat zoowel bij d’H. als bij S.-L. het verschil tusschen 
eenig partijguotient P en het aangenomen hulpkiesquotient 
q gelijk is aan p/a. De grootste verschillen kunnen dus 
voorkomen bij die partijen, die slechts één vertegenwoor- 
diger krijgen. Bij partijen, die géén vertegenwoordiger 
hebben, kan natuurlijk van een partijguotient geen sprake 


zijn. 
NU asl OEE rf 
EEM 
alzoo ; EN 
P,<2g on SE 
Dus: 
je 
RE! 
Fi, 
Bij S-L. is: ir: 
—hq Set 
Derhalve: Je Za 
P {ig en Py) dg 
en: 
g 
5 (5. 
Fr, 


Bij de methode der Gr. R. is de bepaling van deze ver- 
houding niet zoo eenvoudig. 
Wij beginnen met een onderscheiding te maken tusschen 
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de kleinere resten 7 van de partijen, die er géén zetel bij 
krijgen, en de grootste resten R van de partijen, waaraan 
één der nog vacante zetels wordt toegekend. Voor elke 
partij van de eerste categorie, met een rest r, is dan het 
aantal zetels a = a, zoodat : 


JN r 
A 

is. Voor elke partij van de tweede categorie, met een rest 
R, is het aantal zetels a—=2x 1 en dan wordt: 


ale Q=R 
aag a 


Het is nu duidelijk, dat het grootste partijguotient P „voor 


zal komen bij een der partijen van de eerste categorie en 
dat het de grootst mogelijke waarde zal hebben als a =1 
en 7» zoo groot mogelijk, li is. 


Het kleinste partijguotient lj moet geleverd worden 


door een der partijen van de tweede categorie en zal de 
kleinst denkbare waarde hebben, als a=l en R zoo klein 
mogelijk, hi, is. Wij hebben derhalve: 


Ben ge DE 


en: 
je 
ep sg, 
P, Ry. Ry. 


Daar nooit 7 9 D, R,, kan zijn, is de tweede term hoogstens 
—l. Dit grensgeval, r PIE Rj., kan in de praktijk werkelijk 


voorkomen. Want het kan gebeuren, dat twee partijen 
evenveel recht op den laatsten zetel hebben, omdat beiden 
dezelfde grootste rest overlaten. Toch moet dan die zetel 
aan één van beiden worden toegewezen, hetzij dat de 
beslissing door het lot of op andere wijze bepaald wordt. 
Dezelfde rest is dan voor de partij, wie het lot gunstig 
geweest is, de kleinste van de grootste resten en voor de- 
andere partij de grootste van de kleinere resten. 
Wij hebben dus nu: ° 
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P 
gr Q 
Bee hd 
Freek, 
en het is nog slechts de vraag, welke de kleinst denkbare 
waarde van Bj, is. 


Zij het aantal zetels, dat na de deeling door Q, nog vacant 
gebleven is, —=«x, dan is de som van alle resten == xQ» 
terwijl er « grootste resten R zijn, waarvan er één R, iS. 


Om het kleinst denkbare bedrag van Ry. te vinden, nemen 


wij de #—l overige Rs alle zoo groot mogelijk, stel its 
en verdeelen hetgeen er dan nog van xQ, overblijft ge- 
lijkelijk over Rj, en de (p—x) kleinere resten r , dus in 


(p—aet-1) gelijke deelen. Wij krijgen dan: 
en IR (QR) R 


pel ___ ptl—e 
Daar altijd QD) R’ blijft, is deze uitdrukking het kleinst 


vooral, en dan is: 


_Q 
RB, TT p' 
Wij vinden alzoo ten slotte: 
P 
g mien 
Se ar 
F7, 


Het ongunstigste geval, dat de verhouding tusschen het 
grootste en het kleinste partijguotient =p }-1, dus één 
eenheid grooter is dan het aantal partijen, komt blijkbaar 
alleen dan voor, als de p resten alle even groot en —=Q/p 
zijn en het lot den eenigen nog vacanten zetel toewijst 
aan eene partij, waarvan de getalsterkte = Q/p is, terwijl 
er ook eene partij is, waarvan de sterkte =Q + Q/p is. 
De eerste van deze twee partijen heeft dan het kleinste 
partijg uotient P=Qp en de andere het grootste E= 


Q + Q/p, zoodat de verhouding p +1 wordt. 
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wee verslagen van mondelinge examens K.v, 1011 


le Verslag: JIntegraalrekening (9—10!/, uur). 


t 
En 2 
1 [een en 5 
0 


Bewijs de convergentie van deze integraal. Bereken de 
waarde. 


2. Bewijs de eigenschap, dat differentiatie onder ’t | tee- 
ken geoorloofd is. 
5. Bewijs, dat de | van een functie, die de som is van 


een gelijkmatig convergente reeks, gelijk is aan de som 
van de integralen der termen dier reeks. 

4, Los op: (2 + px)? —q =0. 

5. Bewijs, dat er meer volledige oplossingen zijn van 
een partieele diff. vergel, van de eerste orde. 

6. Als F («, y, z, a, b)=—=0 een volledige oplossing is, 
bepaal dan ’t oppervlak, dat door de kromme G, (x,y z) = 0, 
B 2) — Oseaat. 

(Kan die kromme willekeurig gekozen worden ?) 

ie 


{. Wat verstaat u onder i f(e) dae? Bewijs, dat er 


a 
een limiet is. 


Analytische meetkunde (10°/,—11°/, uur). 


1. Gegeven: de as OZ van een rechthoekig assenstelsel 
en de rechte door de punten a, o, o en (o,a, ad) zijn dragers 
van twee vlakkenbundels. 

Bepaal de meetk. plaats van de doorsnede van elke twee 
loodrechte vlakken. 

Welke zijn van die m. pl. de cyclische doorsneden ? 


N Ne x° 1 de z2 € 
2. Gegeven een ellipsoïde oe | a J ne 1 en een punt 
4 9 


Lis Yr Za: 


& 
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Hoeveel normalen kan men uit dit punt trekken? De 
voetpunten liggen op .…. Welke kromme? Bepaal de 
asymptoten van deze kromme. 

8. Gegeven vergelijking van een regeloppervlak: 

n=adae: yY=b ps 2=CH YP. 

Wanneer ontwikkelbaar? Aan welke voorwaarde moeten 
de coëfficiënten voldoen ? 

Bewijs de eigenschap, dat voor elk punt van een be- 
schrijvende ’t raakvlak een en ’tzelfde vlak is. 

4, Leid af de differentiaal-vergelijking van de asympto- 
tische lijnen van een oppervlak. 


Differentiaalrekening (25—3} uur). 


1. Gegeven f(x,y,z) —= 0. Bepaal prent e 
VOA on Y alle drie gelijk nul zijn 
dx’ Òy Òz Se He 

3. Gegeven: F, (ay, u,v) =0, Ea(d, 4, U On 
waaruit « en y als functies van w en v en ook w en v als 
functies van @ en y opgelost kunnen worden. 
dz, y) due), 
ou, v) “òHY) 

8. Gegeven: #=fi (u,v, w), y= fs (U, Vv, w), 2 fs (U, UW) 
en f(w, y, 2) =0. Bewijs: Tin | 

Ook de omgekeerde eigenschap bewijzen. 

4, Gegeven een cirkel #? + y? =z?, en ’t punt P (d,0). 

Bepaal den minimum-afstand van P tot den cirkel. 

(De oplossing werd gegeven met als variabele in te 
voeren den hoek dien de straal naar ’t snijpunt met den 
cirkel maakt met de X-as.) 

De examinator nam als variabele de abscis van dit 
snijpunt. 

Waarom kan op deze wijze niet zooals gewoonlijk ’t mi- 
nimum worden bepaald ? 

5. Bewijs de theorie van de maximum- en minimum- 
bepaling van een functie met een veranderlijke. 


Bewijs: 


Beschrijvende meetkunde (l—2 uur). 
Axon. proj. 
1. Gegeven een willekeurige rechte in XOY en een 
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punt P. Construeer de loodlijn uit P op de rechte en 
bepaal de ware lengte van die loodlijn. 

2. Gegeven: een ellips in ’t XOZ en een in 't YOZ vlak 
en een rechte evenwijdig met OZ. 

Gevraagd een beschrijvende van ’tregelvlak met deze 
drie richtlijnen ; daarop een punt; daarin ’t raakvlak. 

Welke graad heeft dit regeloppervlak ? 

Wat zijn daarop de ellipsen, en wat de rechte richtlijn ? 

8. Gegeven de beide ellipsen als in 2. 

Gevraagd een beschrijvende van ’t ontwikkelbaar regel- 
oppervlak met deze richtlijnen. 

Gewone projectie. 

4. Gegeven: twee elkaar snijdende rechten, evenwijdig 
met V; en een cirkel in V. 

De cirkel wentelt om beide rechten als as. 

Bepaal een punt der doorsnede; in dat punt de raaklijn 
aan de doorsnede. 

5. Gegeven: een kromme in een vlak evenwijdig met V. 
Deze kromme wentelt om een lijn in haar vlak, loodrecht 
op H. Bovendien gegeven een lichtgevend punt. 

Bepaal punten van eigen schaduw a) op een parallel- 
doorsnede; 5) op een meridiaandoorsnede. 

Centrale projectie. 

6. Gegeven: projectie van centrum en distantie, een 
vlak loodrecht op ’t projectievlak en een willekeurige 
rechte in dat vlak. 

Voltooi ’t vierkant op die rechte. 

Voltooi den kubus op dit vierkant. 

B. Je 


2e Verslag: Integraalrekening (1 uur). 

1. Hoe integreert men: 

da dr Oe 

dt =f (@,y,2,t), of (@,y, 2, t), hals (, y‚2,t). 

des, ( de dy de 
d diie nabi)? 
dy deed de. d?2 de dy dz 
ae er (emt par an) ans — Po (ent arran ar 
Is dit een nieuw geval? Terugbrengen tot het vorige 

geval. 
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8. (2d ap) —gq=0. Methode van Charpit bewijzen. 
e ©) 


4, 05 en de. Convergentie bewijzen. Idem ge- 
oorloofd zijn van het differentieeren onder het integraal- 
teeken en daarna berekening. 

5. Waarom substitueert ge in 


e ©) 
le ©) 
[me =lbstgel =d 5 en niet Dr? 
6. Bewijs, dat de bepaalde integraal gevonden wordt, 
door onbepaald te integreeren en daarna de grenzen te 
substitueeren. 
Analytische meetkunde (1 uur). 

1. Bepaling raakkegel uit een punt buiten het oppervlak 
aan de ellipsoïde. 

2. xvy=—=az, y°=az. Wat stellen deze vergelijkmgen 
voor ? Welke doorsnede hebben de oppervlakken ? Bewijs, 
dat het een 3e graadskromme is. 

8. De kromme kan voorgesteld worden door &=—=at, 
y=at?, z=at®. Noem nog een oppervlak, waarop ze 
ligt. Vervolgens opstellen der vergelijking van het net, 
waarop de kromme ligt. 

4, Bepaling meetkundige plaats der middelpunten van 
dit net. Bewijs, dat elk punt der ruimtekromme ook een 
middelpunt is. 

5. Wat zijn asymptotische lijnen van een oppervlak ? 
De differentiaal-vergelijking er voor afleiden. Wanneer 
onbestaanbaar ? Toepassing op de gevonden meetkundige 
plaats. 

6. Wanneer is een regelvlak ontwikkelbaar? Afleiden 
in verband met de gegeven bepaling, wanneer het opper- 
vlak, voorgesteld door &=azt 6, y= yz}ò, ontwikkel- 
baar is. 

Beschrijvende Meetkunde (1 uur). 

1. Gegeven een cirkel in het horizontale vlak. Dit 
was het grondvlak van een kegel, waarvan de horizontale 
projectie van den top, op den cirkelomtrek viel. De 
loodlijn uit dien top op het horizontale vlak, en een wil- 
lekeurige rechte waren richtlijnen van een hyp. parab., 
die het horizontale vlak tot richtvlak had. 
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Bepaal een punt der doorsnede. Welke punten der 
kromme liggen op de gegeven loodlijn. Raaklijn bepalen 
in een gevonden willekeurig punt der doorsnede. 

2. In het verticale vlak ligt een cirkel en twee rechten, 
waarvan er een den cirkel snijdt. De cirkel wentelt om 
deze lijnen als assen. Bepaal een punt der doorsnede van 
beide ringoppervlakken, en in dit punt de raaklijn. 

8. Gegeven een willekeurige vierhoek, zijnde de cen- 
trale projectie van een vierkant. Bepaal het neergeslagen 
centrum. Een punt van den doorgang van het vlak waarin 
het vierkant lag, werd op een van de zijden gegeven. 
Bepaal de grootte van de zijde van het vierkant. 

Bewijs, dat neergeslagen centrum, neergeslagen punt en 
projectie op een rechte liggen. 

4, Gegeven een axonometrisch assenkruis en de projectie 
van een punt P en een willekeurige rechte a in het XOY- 
vlak. Bepaal de projectie van de loodlijn uit P op a. 


Differentiaalrekening (°/, uur). 
1. Reeks van Taylor. Berekening R, Wanneer kan 


een functie door de reeks van Taylor voorgesteld worden ? 
2, Reeks van Maclaurin. Eveneens R, bepalen. 


8. (1 +) ontwikkelen volgens Maclaurin. 
Bewijzen, dat R, tot limiet O0 heeft voor O{a<l,a=t, 


0) ed) —l en dat R, voor g=—l geen limiet heeft. 
4 ni se me SE 
f òmdy — òy dx 
EL Pa 0 Be 
5. Bereken voorz=ag. DE EE voor 
w—=0 en y=0, 
E ze dz 
Substitueert men in dE O0, dan vindt men ——- = — 1 
4 òv dy 
Substitueert men in Ee, y=0, dan vindt men A 
y òy òx 


Vanwaar dit verschil ? 
He S. 
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Vit Buitenlandsche Tjdschritten. 


178. Een eigenschap van een net van boloppervlakken. 


De poollijnen van een bundel cirkels ten opzichte van 
een vast punt P’ gaat door een ander vast punt P/. Het 
midden van PP” ligt op de machtlijn van den bundel. *) 

Het bewijs dezer eigenschap — aldus Prof. Gino Loria — 
is zeer eenvoudig. Beschouw de machtlijn a zelve als een 
der cirkels van den bundel. De poollijn van P' ten opzichte 
van a is de rechte, evenwijdig aan a door het spiegelbeeld 
van P’ (t.o.v. a) getrokken. Op die poollijn ligt ook P”, 
waaruit het gestelde onmiddellijk volgt. 

Langs analytischen weg vindt G. Loria, dat een analoge 
eigenschap geldt in de ruimte: 

Zijn P’ en P”’ harmonische polen ten opzichte van een net 
van boloppervlakken, dan ligt het midden van PP” op de 
machtlijn van het net. 

Het is eenigszins bevreemdend, dat G. L. voor deze 
eigenschap niet ook een bewijs geeft, even eenvoudig als 
het vorige en daarmede volkomen analoog. Beschouwt 
men namelijk twee platte vlakken A, en A, die door de 
machtlijn gaan, als twee boloppervlakken van het net, 
dan zijn de poolvlakken van P' ten opzichte van A, en A, 
met de resp. vlakken evenwijdig, en gaan door de spiegel- 
beelden van P/. De sniĳĳlijn dezer poolvlakken, waarop 
ook P/ gelegen is, ligt met P’ en a in één plat vlak, en 
haar afstand tot P’ is het dubbele van den afstand van 
P’ tot a; dus ligt ook het midden van PP” op de machtlijn a. 


[G. Loria. Una proprietà delle reti di sfere. Periodico 
di Matematica XXVI. 1911. p.p. 250—232.| 
Dr, J. STEIN. 


1) G. Loria zegt, dat hij deze eigenschap vernam van Prof. Aldo Finzi, 
van het Technisch Instituut te Bari Nieuw is zij in elk geval niet. Men 
vergelijke Prof. van Geer’s Grondslagen der synthetische meetkunde (1901) 
bladz. 181, vraagst. 33. 
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179. Bepaling der punten van Brocard, met behulp 
van het punt van Lemoine. 


In ’t vlak van elken driehoek ABC liggen twee punten 

OD en @/, voor welke de gelijkheden gelden: 
DENG OCB BA ZI BO =S 
Zed OA MAD: 

Dit zijn de punten van Brocard. 

Het snijpunt der symmedianen is het punt (K) van Lemoine. 
Om het punt van Lemoine te vinden, kan men gebruik 
maken van de eigenschap van Schlömilch ; de rechten, die 
de middens der zijden met de middens der correspondee- 
rende hoogtelijnen verbinden, gaan door het punt van 
Lemoine — of van de constructie van Grebe : beschrijf op 
de zijden van ABC vierkanten (alle binnen- of alle buiten- 
waarts); A‚B,‚, B,C,, CsÂs zijn evenwijdig aan AB, BC, 
CA. De liĳjnenparen A,B,, C3As: A,B, ,BaCs 5 BeCs, Ca A3 
snijden elkaar resp. in M‚, M,, M‚. De rechte lijnen AM, , 
BM,, CM; gaan door K. 

Heeft men K gevonden, dan vindt men w uit de volgende 
betrekkingen. Zijn «, 2, y de afstanden van K tot de zijden 
a, b, c van A ABC, dan heeft men: 

DARE Or tn, 2 A 


remmend mene) _—_ 


TETE EI 


Daar nu 
a? + b? + Cc? 
cotg w = IA 
vindt men: 
A 
VE (1) 
of ook: 
BEE) 
ET ad-bd-e 


Past men eerst de constructie van Grebe (met binnen- 
waartsche vierkanten) toe, dan kan men, voor de toepassing 
der form. (1), van de reeds getrokken hulplijnen gebruik 
maken. 

[V. G. Cavallaro. Sulla determinazione dei punti di Brocard 
per mezzo del punto di Lemoine. Periodico di Matematica 
XXVI (1911) p.p. 306—308.] 
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180. Sur la Serie de Fibonacci. 

Monsieur Edouard Zeuthen, dans le numéro 1 de la Revue 
Nyt Tidsskrift 1911, donne quelques propriétés intéressan- 
tes de la suite de Fibonacci, c'est à dire de la série 

ll ror Dits Le eee 
définie par la formule de récurrence 
me 
où ki ik 

1. Trois termes consécutifs de la série sont premiers 
entre eux. 

Z, a, +as* Has + oee eene tag =O Ul 
ces deux propriétés se demontrent par induction. 

8. a Ged nen name (ai sis a) pe 

ne Anssi 

En répétant ER cette opération, on obtient 


2 ee nme 
WE net 


len no tin en 
(ast aa) (De 


nd 


Onselen Deest de Enesl 
on déduit par addition 
a, 5 En 2a,, ig Oni 
u reken 43 dr, + 4 Onl 
d'où, par induction a, Ip pri? ET 
5. Par soustraction, de 


=d 
U, n 


Gl enten 


on a OT Onl Un Onl 


AE On-2 TLB nT Pnt 
et par induction 
E El a 
pT Apr In pnt) oe 
RE ene AL 
6, Op np On Tp (—1) 
à déduire des propriétés 3, 4, 5. 
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1. De même 


nnt3p Sntp np Pp 2p 
on fen On An3p np Un-+2p en remplacant 
0-3p et Op par leurs valeurs déduites de 4. 


(— 1” 


Ere 2 
: tp pT pr 
5 Al Ut 
à déduire de 4, en y faisant n=p 1, n=p. 
10. a, est un diviseur de a, si p est un diviseur de 7. 


(p)2). 


En effet a, est diviseur de Ap > sil est diviseur de Op) 


il le sera de Ukijp” CAT de 4, on a 


Utp T ptp pl rp Tp tap 1 
Si au contraire n=kp dr, 
En hpkr arti Tp ij Ur opl 


montre que a, n’est pas multiple de a: 


Il. Si n et p sont premiers entre eux ou ont comme 
plus grand commun diviseur 2, a, et a, sont premiers 


entre eux, 


elen 
En effet 
EE nets En 
En EM PRE 
e 
hee da dl, 
Ds 2 2 4 
(5) en LA 


de même par induction : 
(br ne ed let 
Ee 
Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. 1 
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(. — AP GE An1 %n de 
2 Et 2 
d'où la valeur de a 


18. De désignant la somme des n premiers termes 
We _F(l4-Vbjnt2 JD \n2 |. 
Ee 


14. a, étant le plus petit nombre de la série multiple 


du. nombre premier p, le nombre n est diviseur de p +1, 
si p se termine par 3 ou 7 et de p—l, sil finit par l ou 9. 
15. p étant un nombre premier, Up p donne le reste 
a, si p se termine par 1 ou 9 et le reste — a, si p finit 
par 3 ou 7. 
Charleroi (Belgique). DR. J. ROSE. 


Boekbespreking. 


J. G. HAGEN S. J. La Rotation de la Terre. Ses preuves 
mécanigues anciennes et nouvelles. (Specola Astronomica 
Vaticana I). Roma Tipografia poliglotta Vaticana, 1911. 
181 pp. fol. 

In dit eerste nummer eener nieuwe reeks van publica- 
ties der Vatikaansche Sterrewacht geeft de Directeur een 
historisch-kritisch overzicht van alle zuiver mechanische 
bewijzen voor de aswenteling der aarde. Bij de bespreking 
der meer samengestelde werktuigen heeft de schrijver 
zich bepaald tot de hoofdtrekken ; hoofddoel bleef de klare 
en stelselmatige rangschikking van alle vermeldenswaar- 
dige proeven volgens de eenvoudigste beginselen, die 
daaraan ten grondslag liggen. 

Na een korte uiteenzetting der grondbeginselen en een 
historische schets der bewijzen, behandelt de schrijver in 
achtereenvolgende hoofdstukken : 

1) De afwijkingen van projectielen en vrij vallende 
lichamen. | 
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2) Den enkelvoudigen, den konischen, den horizontalen 
slinger. 

3) De verschillende vormen van den gyroskoop. 

De inhoud dezer drie hoofdstukken mag, althans in groote 
trekken, als bekend worden beschouwd. Meer in ’t bijzon- 
der wenschen wij echter de aandacht te vestigen op het 
vierde en volgende hoofdstukken, waarin de bewijzen vervat 
zijn, welke teruggebracht worden tot de wet der perken. 

Hiertoe behooren vooreerst de proeven van Perrot (1859) 
en Tumlirz (1908). Zij berusten hierop, dat horizontale 
vloeistofstroomen, die een centripetale of centrifugale 
richting bezitten, tengevolge der aardwenteling een af wij- 
king moeten vertoonen, in overeenstemming met de wet 
der perken. Bij centripetale stroomen is die afwijking 
tegengesteld aan die van den slinger van Foucault, bij 
centrifugale stemt zij daarmede overeen. De centrifugale 
proef werd voorgesteld’ door Combes (1859), maar nooit 
ten uitvoer gebracht. Daarentegen kregen Perrot en Tum- 
lirz bij de centripetale beweging resultaten, die met de 
theorie overeenstemden. 

Een andere toepassing van de wet der perken op het 
vraagstuk der aardrotatie werd in 1851 voorgesteld door 
Poinsot, in den vorm eener opmerking omtrent de slinger- 
proef van Foucault: *) 

„Mais j'ai songé que ce plan d’oscillation d'une pendule 
pourrait être remplacé par un autre plus persistant, qu'on 
pourrait observer aussi longtemps qu’on le voudrait sans 
toucher à appareil. Ce serait par exemple, de considérer 
un ressort coudé dont les deux branches égales auraient 
été plus ou moins rapprochées lune de Yautre, et liées 
ensemble aux deux bouts par un fil qui les maintiendrait 
dans cet état. Ce ressort ainsi plié serait, au sommet de 
Pangle, suspendu suivant la verticale et on lui donnerait 
la plus grande liberté possible pour tourner sur cette 
verticale, Le corps étant dans cet état et en repos, je 
suppose qu'on vienne couper le fil qui retenait ensemble 
les deux branches; langle du ressort s’ouvre et détermine 
un plan qui ne peut tourner autour de la verticale qu’avec 
une vitesse angulaire v’, plus petite que la vitesse wv qu'il 


1) Comptes Rendus 1851. Tome XXXII. p. 206, 
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avait autour de la même ligne, quand les deux branches 
n’en formaient, pour ainsi dire, qu’une seuie. 

Et en effet, par notre opération, la masse du corps n’est 
pas changée, mais son moment d'inertie a, relatif à la 
verticale, est augmenté et devenu A; et comme le couple 
av qui lanimait dans l'état primitif, reste égal au couple 
Av’ qui l'anime actuellement, on a Yéguation: 


av —= Aw’, d'où Yon tire Vk vn 


Si done la terre tourne sur la verticale avec la vitesse 
v, notre plan nous paraîtra tourner en sens contraire avec 
une vitesse : 

pvr venne 

Poinsot spoorde Foucault aan dit denkbeeld te verwezen- 
lijken, maar zonder gevolg. De proef van Poinsot bleef 
enkel bestaan in theorie. *) 

Die proef is het vorig jaar door Hagen uitgevoerd met 
een instrument van eigen vinding. Tot lokaal van proef- 
neming diende de koepelvormige zaal in de benedenver- 
dieping van den Leonijnschen toren (gebouwd omtrent 
850) in de Vatikaansche tuinen. De benedenmuren van dien 
toren zijn ongeveer 4 M. dik, zoodat de invloed van wind- 
stooten niet te vreezen was. Het instrument door den 
uitvinder isotomeograaf genoemd («eg = gelijk, Toueug — SEC- 
tor) bestaat hoofdzakelijk uit een stevig houten open raam- 
werk in den vorm van een gelijkbeenigen stomphoekigen 
driehoek, die in zijn top aan een 2 X 7 M. langen staaldraad 
bifilair is opgehangen. Over de geheele lengte van de 
ongeveer 9 M. lange basis van dien driehoek zijn rails 
aangebracht, die van het midden uit naar beide zijden 
zacht afglooien, om zich naar de beide uiteinden heen 
weer te verheffen. Twee wagentjes, elk beladen met 80 
K.G. lood, bevinden zich in het midden van den horizon- 
talen balk; door veerende haken worden zij verhinderd 
naar beide zijden over de rails af te glijden. Door een 
opening in het midden van den balk hangt een gewicht 
aan een touw, dat met de beide wagentjes over katrollen 


1) Zie bijv. Routh, Advanced Rigid Dynamics (1905) art, 46, p‚ 43, 
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verbonden is en dat hun beweging regelt, zoodra de vee- 
rende haken zijn teruggesprongen. 

Dit laatste wordt bewerkstelligd door ’t smelten van een 
dunnen koperdraad, wanneer de waarnemer een electrischen 
stroom sluit. Zijn de wagentjes aan de uiteinden van den 
balk gekomen, dan worden zij weer door veerende haken 
in hun langzame beweging gestuit. De geheele verplaat- 
sing geschiedt in 6 seconden. Daarna ziet men het toestel 
zich langzaam bewegen volgens de wijzers der klok. Op 
den wand van het cirkelvormige waarnemingslokaal was 
eene graadverdeeling aangebracht; daarop ziet men eene 
lichtlijn die van een electrische projectie-lantaarn afkom- 
stig, wordt teruggekaatst door een aan de bifilaire ophan- 
ging bevestigden spiegel. Het toestel gedraagt zich verder 
als een gewone wringbalans; amplitude en slingertijd der 
lichtlijn worden door den waarnemer zorgvuldig genoteerd. 

Is de wringbalans na eenigen tijd tot rust gekomen, dan 
kan men de proef omkeeren: de wagentjes rollen naar 
’t midden, en het toestel begint zijn beweging (ten opzichte 
van de aarde) tegen de wijzers der klok. | 

Uit de waargenomen slingertijden en slingerwijdten leidt 
men nu gemakkelijk de rotatiesnelheid @, om de vertikaal 
der plaats af. 

Zij T, de slingertijd, A‚ het traagheidsmoment, v‚ de 
initiale sle hoeksnelheid, u, de eerste halve 
slingerwijdte, nadat de wagentjes van het uiteinde naar ’t 
midden zijn gerold, T,, A,, vs, wa de overeenkomstige 
grootheden bij de omgekeerde beweging. De grootheden 
v, en wv, stemmen in richting overeen met de w „Totatie 


en hebben het positieve teeken, daarentegen zijn wv, en u 
negatief. 
Men heeft dan volgens (2) 


Ee) te 


A, < Az 


Volgens de bekende wetten der wringbalans is voor 
kleine slingerwijdten : 


Ars Tite Tite 
2 2 
nt EK Ein AE e e 5 ° ° (5) 
Uit (3), (4) en (5) volgt nu: 
zi ad rd Bad 
op Mr Ten Lee an sanke (6) 


Bij de gedane proeven bedroegen w, en w‚, gemiddeld 
J-00,45, resp. —0°.19, T, en T, ongeveer 2.9 en 7.7 
minuten. 

Het resultaat was: 

Uit 10 proeven met beweging der wagentjes naar het midden : 
w,=0'.154 (per minuut) 

hae 5 E 8 der wagentjes van het midden : 
ORE 09.181 (per minuut) 


Gemiddeld: o,= 09 . 167. 


De breedte p van Rome is 41° 54’, en dus: 
0 
== sin p = en sin 41° 54’ =0° . 167. 

De volkomen overeenstemming tot in de laatste decimaal 
is natuurlijk aan toeval te wijten. Opmerking verdient 
echter, dat in geen enkele der twintig proeven de waar- 
genomen beginsnelheid het verkeerde teeken had. 


J. STEIN. La rotation de la terre, Ses preuves mécaniques 
anciennes et nouvelles. 

Appendice. Les preuves de M. Kamerlingh Onnes. Roma. 
Tipografia Poliglotta Vaticana. 1910. 

In zijn dissertatie „Nieuwe bewijzen” (1879) toonde de 
heer Kamerlingh Onnes aan, dat de slingerproef van Fou- 
cault een bijzonder geval is van een groep verschijnselen, 
die optreden bij kleine bewegingen van een cardanisch 
opgehangen slinger, waarvan de beide hoofdtraagheids- 
momenten, om assen loodrecht op de lengte-as, zeer weinig 
verschillen. De studie dezer verschijnselen is van hoog 
belang voor het juiste begrip der relatieve beweging, en 
voert tot een reeks van nieuwe bewijzen voor de aswen- 
teling der aarde. 

Het doel, dat Dr. Stein bij de omwerking dezer disser- 
tatie beoogde, was eensdeels de verkregen resultaten meer 


Ae 
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algemeen bekend te maken, anderdeels de studie daarvan 
te vergemakkelijken. De meer abstracte methode van 
Hamilton-Jacobi, door K. O0. gevolgd, liet hij daarom varen, 
om de bewegingsvergelijkingen van den slinger geheel 
opnieuw af te leiden uit de vergelijkingen van d'Alembert. 
Tevens werd het vraagstuk vereenvoudigd door verwaar- 
loozing van weinig of niets beduidende storingen, alleen 
de invloed der wrijving om de beide messen, als ook die 
van de massa van den drager, werden in rekening gebracht. 
De amplitude der slingering werd oneindig klein gesteld 
en haar tweede macht verwaarloosd. 

In zijn verhandeling geeft hij eerst een beschrijving van 
de toestellen, waarmede de heer K. 0. zijn proefnemingen 
onder ongunstige omstandigheden te Groningen ham. 

Om de vergelijkingen van d’Al. te kunnen toepassen 
projecteert Dr. S. de absolute versnellingen der materieele 
punten van den slinger op de hoofdassen van traagheid 
in den stand, welke zij op het beschouwde oogenblik hebben, 
Enkele onderstellingen omtrent de orde van een paar 
grootheden doen de verg. overgaan in lineaire differen- 
tiaalverg. van de 2e orde met 2 onbekenden. De kromme 
lijn, beschreven door het snijpunt van twee aan den slinger 
verbonden kruisdraden wordt daarbij als vlakke kromme 
beschouwd. Na de oplossing der onbekenden uit de diff. 
verg. worden zij beschouwd als aangevende de uitwijking 
van harmonisch bewegende punten met nagenoeg gelijken 
trillingstijd, waardoor zij meer handelbaar worden voor 
nader onderzoek. 

De amplituden en de phaseverschillen der beide bewe- 
gingen veranderen zoo langzaam, dat men ze gedurende 
één slingering als constant kan beschouwen. Dan vindt 
men voor de doorloopen kromme een ellips. 

De schrijver onderzoekt nu eerst de niet door wrijving 
gestoorde beweging. 

Hij komt hierbij tot een graphische voorstelling en een 
eenvoudigen regel, waardoor de langzame verandering 
van oriëntatie en excentriciteit der slingerellips door één 
oogopslag duidelijk wordt. Alle bewegingstoestanden, welke 
een functie zijn van de instrumentale constanten en van 
de initiale bewegingsconstanten, worden vereenigd in een 
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diagram, waarbij de kromme van Gutschoven als grenslijn 
der gebieden optreedt. 

Daarna wordt nagegaan, hoe men uit de uitkomsten der 
genomen proeven de instrumentale constanten en de rotatie- 
snelheid der aarde afleidt, alsook hoe men de slingerproet 
kan varieeren door verandering der traagheidsmomenten 
van den slinger (hetgeen geschiedt door plaatsing van ge- 
wichten op een plaat boven het ophangpunt). 

Dan wordt de gestoorde beweging onderzocht. Daarbij 
wordt ook in rekening gebracht, dat de wrijvingscoëfficiënten 
bij 2 achtereenvolgende proeven, welke de heer K. 0. nam 
om den invloed der wrijving te elimineeren, niet geheel 
dezelfde zullen zijn. 

Dr. S. geeft toepassing zijner uitkomsten op de gestoorde 
slingerbeweging van Foucault en van Bravais; het moet 
mogelijk zijn een constante elliptische beweging te ver- 
krijgen tengevolge van de wrijving. 

Ten slotte wordt de nauwkeurigheid nagegaan, waar- 
mede de proeven door den heer K. 0. zijn genomen. 


J. J.C. WESTENDORP. Vraagstukken over de Hoogere Algebra. 
Je Waltman Jr. self teelt 

Aan een boek als dit, bestond een groote behoefte. Velen 
die voor akten studeeren zullen den samensteller ongetwij- 
feld dankbaar zijn. 

De inhoud ís niet uitsluitend beperkt tot hoogere algebra, 
doch men treft ook opgaven aan uit meetkunde en analy- 
tische meetkunde, die aanleiding geven tot algebraïsche 
bewerkingen. De aandacht kan bijv. gevestigd worden op 
hoofdstuk IV, waarin een groot aantal meetkundige vraag- 
stukken voorkomen, die met behulp van complexe groot- 
heden kunnen worden opgelost. Terwijl in hoofdzaak de 
indeeling van Lobatto is gevolgd, wijkt de samensteller in 
het genoemde hoofdstuk en op enkele andere plaatsen 
daarvan af. 

Het boek is een nuttige aanwinst voor de bibliotheek van 
den wiskundige. 


Annuaire pour lan 1912 publié par le Bureau des Lon- 
gitudes. Avec des notions scientifiques. 
Paris, Gauthier-Villars 1 fr. 85. 
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Dit jaarboekje bevat thans weder tabellen betreffende 
natuur- en scheikunde, en cosmographie. 

Alles wat betrekking heeft op tijd, is opgegeven volgens 
den tijd, die in 1911 wettelijk is vastgesteld voor Frankrijk 
en Algerië. 

Elk jaar worden eenige wetenschappelijke verhandelin- 
gen bijgevoegd; thans zijn opgenomen: 

G. Bigourdan. La température moyenne des diverses 
parties de la France. 

P. Hatt. Notions sur la méthode des moindres carrés. 


Vraag en Antwoord. 


_ Antwoord op de vraag onderaan bladz. 141. De uitkomsten 
van de integraal, antwoord op vraag 51, op bladz. 78 en 
141, Sen jaargang, mogen op het eerste gezicht verschil- 
lend schijnen, zij zijn het inderdaad bijna niet, men heeft 
immers 
BE en D() 
Te) Pet Dat) 
BA) Lm (1E) 
AVT ZE AE 
en daar I'(@-1)=el (x) voor ==} resp. à is 
heete) Va (4) 
T(2) 2E) 

Indien men deze uitkomst met de gegeven uitkomsten 
vergelijkt, bespeurt men slechts een klein verschil, dat 
veroorzaakt wordt, doordat in de herleiding der gamma- 
functies op bladz. 141 een kleine fout geslopen is. Men 


en voor u —= 14 


=d 
3 


heeft nl. bij de berekening van f cos$zdz toegepast de 


os NOI A 


grondformule der gammafunctie , 
elle del (0) 
en dus is dan 


170 


THD) 
LPR 

waaruit blijkt dat de factor } die beide uitkomsten van 

elkaar doet verschillen, aan een vergissing te wijten is. 


Rotterdam. Wz F. GISOLF. 
Den Helder. J. v. ROON. 


Antwoord op vraag 56. Voor alle waarden van « is: 


GOS an = 1 — 


ZI U 
Dus is altijd 
x°cosar _ #2  a°at wei — 0 5 
Ia? 14? 2l(14-02) All?) 6e 
2n 2n 
' 45 LE —l 1 
RUPS LE Es 
__2n-—-?2, 2n—-4 5 l 
if Ja d.d ALTE 
dus is 
a: , at a° 
2? Cos ax Le T 


ed a? at a® | 
FEE etl n 


OE OR 5 aat AE ) 
Elista de here 
Hieruit volgt: 


dij 
COS en n 4 2 © nst 
Í gr CsabgigethA,j At. grAtE 


0 


De convergentie van deze reeks dienen wij nu na te 
gaan. Laat men den eersten term weg dan is 


2n-1 
N Ek 
nl nl Onl en ln 
Ta Mnl A "_2nH1 
n re n 
n_ 2n—l 
À 
Nu is, afgezien van het teeken, Ee ES 


n 


11 


an gen? a 
Manen ne at | nent) 
En gen __ (@n—l)X2n ' Ne a? Ee 
ene is 
en del 5 DEE 
lim 5 — — lim ROn Al 


zoodat de reeks voor alle waarden van & convergent is. 
Hiermede is m.i. de bestaanbaarheid van de integraal 


e ©) 
| a COS ax 
1 +? 


Rotterdam. C. KREDIET. 


de aangetoond. 


Opmerking naar aanleiding van vraag 56. Czuber II S 275 


eischt feitelijk alleen, dat dk niet oneindig groot wordt, 
da? 


Al ï d2I 
Aa =H Ad da? 


2 
oe heeft in het bedoelde geval geen bepaalde waarde 


want er staat 


zooals volgt uit de her 
b 


cos ax dae LCOS di 
fomerde| Es: ee: 
0 


Het eerste lid heeft geen bosaalde gaen voor steeds 


1 
toenemende b, maar schommelt tusschen dn Sen, De 


eerste term van het 2e lid wordt 5 e __,‚duszaldetweede 
term schommelen tusschen } ed em 
| de Oe 

wat ook de waarde is, steeds zal 


umg AaÙ tim Aap — De %) 0 zijn. 


VE wordt ondersteld een eindige waarde te hebben. ) 


Den Helder. | J. vAN ROON. 
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Antwoord op vraag 57, blz. 143, Vraagstuk acte Kv. 1908. 
Integraalrekening No. 2. 
Te integreeren de gelijktijdige differentiaalvergelijkingen : 


di dy 5 
A 
dy da 5e 
ge Agptey=0... 


a) Men kan zeer gemakkelijk y of « elimineeren en 
komt dan tot de ver B 


d* 
ate RTE B Lat DA) 


Stelt men nu a —=Ce® dan vindt men 
04 LJ 642 1 —=0 
waaruit : bl 2 Of HIS TEE 
Hiermede is deze oplossing m. i. voldoende aangegeven. 


b) Door de eerste verg. met 4 te vermenigvuldigen en 
de tweede erbij op te tellen vindt men 


Ee) | za SUD | rie ij =0 


dus als we 1 + brt geen Zoo is 
ze PL 2af Pa p=0. 


Stellen we nu p= Ce? aan is 
02 JJ 1==0 
dus 0=—_itiv2 
derhalve wordt 


ix eten See afer ee —i | Dat 


Op gelijke wijze vindt meu: 


d Gn Et LAU Cs @ + dy) = 


en dus 
e+ iy —= Cs Ae Vat Ce Gi Dat 
Deze twee vergelijkingen bepalen & en y. Wij winden: 
zipje Ti Dat oid Dat gid Dat, 
zE zeit Dat 
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ia B — ix doka ia 

In verband met cos «= an en sina == DE 

mag men dus schrijven : 
a=ÂÄecosat (1 +V2) + Bsin at (1 + V2) + 
J- A, cos at (—1 +V2) + B, sin at (— 1 +V2), enz. 

Rotterdam. C. KREDIET. 

W. F. GisoLr, Rotterdam; J. W. N. LE HEUX, Ginne- 
Kon De de DEeJONGH, Kampen; Jste Bis, Ve ROON, 
den Helder; K. SCHOUTEN, Rotterdam; DR. J. VREESWIJK, 
Utrecht; J. A. WERTENBROEK, Zoeterwoude. 


Opmerking naar aanleiding van vraag $7. De bij deze 
opgave gestelde differentiaalvergelijkingen zijn een bijzon- 
der geval van een meer algemeen vraagstuk, dat in de 
Mathematische physica een belangrijke rol speelt. Zoodra 
wij nl. in een systeem met „n graden van vrijheid te doen 
hebben met kleine trillingen om een evenwichtsstand krij- 
gen wij „ differentiaalvergelijkingen homogeen en lineair 
in de coördinaten en hunne eerste en tweede differentiaal- 
gquotienten naar den tijd. 

Voor de oplossing verwijs ik naar ZEncyklopäüdie der 
Mathematischen Wissenschaften IV. 26, nr. 1 H. LAMB Schwin- 
gungen, elastischer Systeme, insbesondere Akustik (verg. 
ook V. 22, nr. 35 H. A. LORENTZ Magneto-optische Phänomene). 

Dordrecht. DR. J. GEEST. 


Vraag 68. Voor welke waarden van » (ondeelbaar) is 


nog niet aangetoond, dat 2°— 1 deelbaar is? Zie bladz. 31, 
en vraag 55, bladz. 148. 
M. R. 


Antwoord. Van de 44 waarden van », kleiner dan 257, 


is van 15 nog niet aangetoond, dat 2°—1 deelbaar is, nes 
osn Maret 190 od en ldO Sr 1D (ROT, SLI Las l00. 
227, 229, 241. 

Door A. Gérardin (te Nancy, Frankrijk) en Lieut. Col, 
Allan Cunningham is onathankelijk van elkander een lijst 
gemaakt van alle mogelijke deelers kleiner dan één mil- 
loen. C. heeft onderzocht of deze getallen werkelijk dee- 
lers waren. Tot 50000 zijn ze alle tweemaal beproefd, 
maar gaven geen opgaande deeling, 
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Vraag 59. In vraag 52, bladz. 79 zijn boeken vermeld, 
bevattende de priemgetallen tot 10 millioen. Zijn er ook 


boeken, die de deelers aangeven van de deelbare getallen ? 
N, S. 


Antwoord. In bedoelde vraag 52, is het boek van Derrick 
Norman Lehmer vermeld, als gevende de priemgetallen 
tot 10 millioen. 

Het werk omvat echter veel meer; immers het geeft 
van elk der getallen 0 tot 10170000 den kleinsten deeler, 
grooter dan 7, zoodat men niet alleen kan naslaan of een 
getal deelbaar is, maar bovendien de factoren kan bepalen. 

Om fouten bij het zetten te vermijden, heeft men de 
tabellen eerst op de schrijfmachine geschreven; gecorri- 
geerd, op glas gephotographeerd, en daarna op zinkplaten 
overgebracht, waarmede gedrukt is. 

Een exemplaar bevindt zich in de Universiteitsbibliotheek 
te Leiden. NS 


Vraag 60. *) Gevraagd de oplossing van opgave Akte 
Kv. 1900 Differentiaalrekening no. 1. 
Tot welke waarde nadert de breuk 


tg ar — ax 
tg be — bx 
als men « tot nul laat naderen ? 
DR. Jom. A. VREESWIJK. Utrecht. 


Vraag 61. Gevaagd de oplossing van opgave Akte Kv 
1900 Analytische Meetkunde no. 3. 
In welke punten der hyperbolische paraboloïde 
He U ree 


*) Het blijkt, dat vragen omtrent de oplossing van examen- 
opgaven K; op prijs worden gesteld. Daarom zal voortaan in elke 
aflevering een vraag worden opgegeven, 

De heer Dr. Joh. A. Vreeswijk, te Utrecht heeft zich welwillend 
belast met het aanwijzen van opgaven van telkens verschillenden aard. 

Het spreekt echter van zelf, dat als iemand gaarne de oplossing 
van een of andere opgaaf zou vernemen, zijn vraag gaarne zal 
worden geplaatst. De ingekomen oplossingen kunnen niet alle 
worden geplaatst wegens het nog steeds aanwezige gebrek aan 
plaatsruimte, 
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zijn de beide hoofdkromtestralen gelijk, doch tegengesteld in teeken ? 
Dr. JoH. A. VREESWIJK. Utrecht. 


Correspondentie. 


Naar aanleiding van de vraagstukken no. 174 en 175, 
waarvan de oplossing is meegedeeld in de laatste afleve- 
ring van het W. T. zij het mij vergund de opmerking te 
maken, dat het m. i. niet in de bedoeling kan liggen der- 
gelijke vraagstukken, die men in elk leerboek der Natuur- 
kunde van eenige beteekenis kan aantreffen, als „Opgaven” 
in ons tijdschrift te plaatsen. Ik noemde reeds Drude, 
Optik. Wat de bijzondere gevallen betreft, deze zijn allen 
genoemd in Müller-Pouillet IT 10 Aufl. SS 139/140, terwijl 
de beteekenis dier bijzondere gevallen daar duidelijker in 
't licht wordt gesteld dan in DR. WERNDLY’S analytische 
oplossing. 

Dordrecht. J, GEEST. 

De meeste lezers van het W. T. zullen zich niet in het 
bijzonder bezig houden met natuurkunde. Vraagstukken 
als de hierboven bedoelde worden echter gaarne opgeno- 
men, omdat ze den enkel-wiskundige toepassingen doen 
zien. Van zelf zal het aantal van zulke vraagstukken 
niet overwegend groot worden. 

Volledigheid kan bij zulke opgaven niet door de redactie 
worden verlangd, terwijl de wijze van behandeling aan de 
oplossers of den inzender wordt overgelaten. 

Doch ook mededeelingen als bovenstaande worden gaarne 
geplaatst, daar ze den belangstellenden lezer gelegenheid 
geven het onderwerp nader te bestudeeren. RED. 


De eigenschap genoemd in Uit Buit. Tijdschr. 175, bladz. 
182 komt ook voor in Cikot’s Stereometrische Vraagstukken 
no. 10, bladz. 67 (uitgave 1904). Q. 


1 
Rectificatie. De integraal [ pe Pde op bladz. 77 boven- 


aan is door mij foutief opgegeven: de uitkomst van Dr.J. 
Vreeswijk is de juiste, W. F. GISOLF, 
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Nieuw verschenen werken. ” 


(Door de Redactie ontvangen). 


Uitgaven van P. Noordhoff, Groningen. 
P. WIJDENES en Dr D. DE LANGE. Vlakke meetkunde, 
2e deel, 1911, Gec. f 1.35. 
G. G. VAN WAGENSVELD. Rekenboek ten dienste van 
hen, die voor de hoofdakte studeeren. 1912, f 0,45. 


Uitgave van A. Versluys, Amsterdam. 


M. SNEL. De voornaamste formules der vlakke driehoeks- 
meting (4 bladzijden) 1912. 


Uitgave van J. Waltman Jr, Delft. 


J. J. C. WESTENDORP. Vraagstukken over de hoogere 
algebra. 1911. 


Uitgaven van W. B. J. Tjeenk Willink, Zwolle. 


J. F. v. OSS. Vraagstukken ter oefening in de beginselen 
der algebra. 1911. f 1.00. | 

W. W. JAGER BRUINING en J. PIJL DzN. Theorie der 
rekenkunde. 1912, f 1.00. 


Uitgaven van J. B. Wolters, Groningen. 


L. BĲ DE LEY. Inleiding tot de rekenkunde. 1911. f 0.60. 

Dr. G. J. MICHAËLIS. Beknopt leerboek der Werktuig- 
kunde 3e herziene druk. 1911. f 1.25. | 

Dr. GC D. SCHÖNFELD. Beknopt leerboek der Planimetrie. 
6e druk. 1911. f 1.00. 
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De congruenties van Fermat en Euler 


DOOR 


C. KREDIET (Rotterdam). 


Het is mijne bedoeling in de volgende bladzijden eenige 
merkwaardige eigenschappen van de congruenties van 
FERMAT en EULER te behandelen. Ik zal mij daarbij 
stellen op het standpunt, dat de lezer geen speciale studie 
van congruenties heeft gemaakt. Daardoor zullen wel is 
waar enkele algemeen bekende eigenschappen nog eens 
bewezen worden, doch ik vind dit bezwaar niet groot ge- 
noeg om op te wegen tegen het voordeel, dat verkregen 
wordt, nl. dat dit artikel aangenamer wordt te lezen voor 
hem, die nog weinig zich met congruenties bezig hield. 


1. Wanneer de getallen a en b, bij deeling door p‚ dezelfde 
rest geven, zeggen wij, dat a en b congruent zijn ten opzichte 
van den modulus p. Wij schrijven dit: 

His DE NIOU TD en Cl) 
en lezen: „a congruent met b, voor den oaults rj 

Hieruit volgt, dat de congruentie a=b (mod. p) en de ver- 
gelijking a=mp + b dezelfde beteekenis hebben. 

Indien gegeven is a==b (mod. p) en a, =b, (mod. p), zoo 
leeren de eigenschappen der deelbaarheid, dat de volgende 
besluiten getrokken mogen worden: 

ata, =Z=b4b, (mod. p) 
aa, = bb, (mod. p) 


na = nb ONEENS en a EMO) 
d' =b" _(mod.p) 
at np=b (mod. p) 


Wij zullen deze eigenschappen niet in woorden brengen. 
Zij spreken voor zichzelve. 


2. Is # een onbekend getal en is f(x) een algebraïsche 
uitdrukking met geheele positieve exponenten en geheele 
coëfficienten, zoo zal aan de congruentie 

ROR OR OTE DN rn (0) 

Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. 12 
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soms door enkele geheele waarden van # kleiner dan p, 
soms door geene waarde voldaan kunnen worden. Is 
v=r, een „wortel” van (3), zoo wordt aan de congruentie 
ook voldaan door «@=npt x,‚. Dit is onmiddellijk in te 
zien. Daarom nemen wij als wortels van (3) alleen die 
waarden van @, welke kleiner zijn dan p. Wij nemen nu 
als voorbeeld de consruenge 
Con? Hei? + esn H-C3 =Z0 (mod.p) « . (4) 
Dat wij Ee tweede lid 0 nemen is geene beperking, 
aangezien wij in (4) beide leden met b mogen verminderen 
en alsdan heeft het eerste lid nog dezelfde algemeene 
gedaante. 
Veronderstellen wij nu, dat a,, a,, d3, ad, enz. wortels 
zijn van (4). Wij weten dan: 
Coa? +e,a} +esa,tes=0 (mod.p) . . . (5) 


en hierin heeft dan 4 de waarden 1, 2, 3, 4 enz. Wij heb- 
dan ook, door aftrekking, waarbij i dezelfde waarde behoudt, 
Co (a, — 47°) +e, (a, — aj°) + es (a; — ay) = 0 (mod. p) 
d. í. 
(aa) | Co (aj? H a,ardar®) + ec, (aytay)t es [=O (mod. p). 
Is nu a,— a, onderling ondeelbaar met p, en als p een 
ondeelbaar getal is (is dit altijd ’t geval) zoo moeten wij 
hebben : 
Co (a+ aard a) JC, (a+ aj) + C2 =O (mod.p) . . (6) 
Herhalen wij de aftrekkingsmethode van zooeven, dan 
vinden wij, als # en k hunne waarden behouden: 
En (a a, + rfid aaa”) + C, (Open a) =— 0 (mod. p) 
d. i, 
(a, — a) Co (a, + aj + ay) +e, | =0 (mod. p). 
Is wederom aj —a, onderling ondeelbaar met p, zoo 
besluiten wij hieruit: 
on (a, taj Ha) He, =0 (mod, p) end 
Het is wel duidelijk, dat de coëfficienten c van de con- 
gruentie (4) niet congruent zijn met p voor den modulus p, 


want dan zouden wij die coëfficienten door O kunnen ver- 
vangen. Uit (7) blijkt nu, dat een nieuwe wortel a, niet 
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meer mogelijk is, als wederom a,— a, onderling ondeel- 


baar is met p. Is nu p een ondeelbaar getal, dan wordt 
aan alle vereischten omtrent ondeelbaarheid voldaan. 
Onze methode is toe te passen voor elken willekeurigen 
graad van f(x) en wij hebben daarom aangetoond : 

Hen congruentie van den nden graad voor den ondeelbaren 
modulus p heeft hoogstens n verschillende wortels. 

Hierbij moet n kleiner dan p verondersteld worden, aan- 
gezien het aantal verschillende wortels voor den modulus p 
niet meer dan p— 1 kan zijn. 


3. Wij zullen voor het vervolg aannemen, dat p eén 

ondeelbaar getal is. De congruentie 
Co + C==0 (mod. p) 
heeft altijd een wortel, omdat aan de vergelijking 
CL + C‚= MP 
door geheele positieve waarden van m, en © kan worden 
voldaan. Wij kunnen daarom congruentie (4) vervangen door 
RS + m0? + Mer + Mg3 =O (mod. p). 
Uit (7) volgt dan, als wij de drie wortels a,, d, a; noemen: 
dj J-42 +43 Z=-— m, (mod. p). 
Brengen wij deze voorwaarde over in (6), die wij eerst 
terugbrengen tot 
ar* Haide + 42° HM, (ad, + A2) H m2 =O (mod. p), 
dan verkrijgen wij: 
a? Haide Ha? — (a, das A3) (a, H A2) + m2 =0 (mod. p) 
of 
— Ade — A, dg — Agd3 + Mg =0 (mod. p) 
dat is ook 
A,As H A43 H 4243 =(—1)? ms, (mod. p). 

De beide voorwaarden in (5) overbrengende, vinden wij 
na eenige herleiding : 

414,43 =(—1)? ms; (mod. p). 

De hier gevolgde methode is geheel toe té passen op 
een congruentie van den nden graad (n < p) voor den mo- 
dulus p. Is dus 
fam Ema Pm, _e-Hm, =0 (mod. p) 
en heeft deze congruentie n verschillende wortels a,, d,-..a,; 
z00 is, voor den modulus p: 
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Za, =(—l) m, 


Za,aj, =(—1)? m, 


. . 5 À (8) 
Ea, ji) M_1 


A, dz dz... A, = (I'm, 


4. Zij f(@) Xb) =F(v). Is F(«) van den nden graad 
en heeft de congruentie F (@)==0 (mod. p) n verschillende 
wortels, zoo zullen de congruenties f(a)==0 (mod. p) en 
v(a)==0 (mod.p) ieder evenveel wortels bezitten als hun 
graad aangeeft. Het tegengestelde toch is onmogelijk. 
(Is p niet ondeelbaar, dan kan deze conclusie onjuist zijn.) 

Kan men dus f(«) in factoren ontbinden en heeft 
f(e)==0 (mod. p) evenveel wortels als haar graad aangeeft, 
dan is die eigenschap ook aanwezig voor elk der factoren. 
Men mag, om die ontbinding te verrichten, de coëfficienten 
van f(x) met willekeurige veelvouden van p vermeerderen 
of verminderen. Zijn dus a,, a,, 43 … …a, de wortels van 


de nde graads congruentie f(x) ==0 (mod.p), dan is 
f@)=(e— a) (@— aa) (a— az). (a — a) (mod. p). 


5. Als p een ondeelbaar getal is en a is kleiner dan p, 
zoo is een congruentie 
(Mm, — My) a==0 (mod. p) 
alleen mogelijk, als m, — ms, ==0 (mod. p). Indien wij dus 
nog aannemen, dat m,, ms, ..…. li allen kleiner zijn 


dan p, zoo zullen de congruenties 


ma Zb, (mod. p) 
mza =D (mod. p) 


gort a=b1 (mod. p) 
voor de getallen b ook alle getallen van 1 tot p—l 
opleveren. Door vermenigvuldiging dezer congruenties” 
krijgen wij: 


mima mn a bibi bn (mod. p). 


Np 
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Daar nu de getallen m, zoowel als de getallen b, de ge- 
tallen van 1 tot p—l vertegenwoordigen, zoo hebben wij : 
Ben (al eee 0l(modip) 
en omdat p ondeelbaar is, levert dit op: É 
ln En: (moder rot ttr de P009) 
Deze congruentie heet de congruentie van PERMAT. 


Zij is waar voor alle waarden van a kleiner dan p; 
zij heeft dus evenveel verschillende wortels als haar graad aangeeft. 


6. Zij voor zeker getal a bekend 
al —1==0 (mod. p) 
dan is q òf onderling ondeelbaar òf onderling deelbaar met 
p—l. Veronderstellen wij, dat q onderling ondeelbaar is 


met p— 1, dan is BE te ontwikkelen in een kettingbreuk, 


en is nu f* de laatste naderende breuk, zoo is 
OT mn AS maki OE 


Aangezien a geen p-voud is (dan toch is al =0 (mod. p), 
zoo hebben wij de twee congruenties 


al =1 (mod.p) en nml (mod. p) 
en dus ook 
aP:l=1 (mod.1) en al:?-D=1 (mod.p). 
Door aftrekking vinden wij: 
(a — 1) X aPil of X Ame Amon p) 
en dat is onmogelijk, tenzij a=1l. Wij vinden dus dat een 
congruentie van den vorm 
af —1==0 (mod. p) 
alleen dan een andere wortel als de eenheid heeft, als 
q en p—l onderling deelbaar zijn. 
Zij nu g de grootste gemeene deeler van g en p—1,dus 
q=ng en (p—1l)=mg. Wij kunnen dan = weder in een 


kettingbreuk ontwikkelen en is de laatste naderende 
1 


breuk, zoo is weder m,n — mn, —= +1 of —1. Nu hebben wij: 
a =1 (mod. p) en a "I=1 (mod. p) 


182 


dus ook: 


a IJ =1 (mod. p) en a 7Y =1 (mod. p) 
en aftrekking geeft ons: 


(a? 1) a if EK SOA AD p) 
zoodat wij besluiten tot: 


a” —1==0 (mod. p) 
De wortels van de congruentie al — 1==0 (mod. p) zijn dus 


dezelfde als die van de congruentie a? — 1==0 (mod. p), waar- 
bij g de G.G.D. is van q en p— 1. 


7. Als al =b (mod. p), zoo heet b een qie-machtrest van p. 
Voor q=?2 en q=8 zijn de namen kwadraat- en kubiekrest 
ingevoerd. Is aan de congruentie 


al =b (mod.p) ee 
niet te voldoen, zoo heet b een ndet-gde-machtsrest van p. 
Er zijn nu 8 gevallen mogelijk, nl. 1°. q is deeler van 
(p—1l); 2°. q en (p—l) hebben een GGD. gs StegasT 
0.0. met (p —1). 
In het eerste geval is p—1l==ng. Uit (10) leiden wij 
door nde machtsverheffing af 
ai (mod. p). 
Uit de congruentie van FERMAT volgt nu dadelijk dat 


onafhankelijk van de waarde van a [a ==0 (mod. p) is uit- 
gesloten als b #0} 


b” =1 (mod. p) 


en dus, omdat n deeler is van p—l, heeft deze congruentie 
n wortels. 


ls q deeler van p — 1 dan zijn er Oris verschillende _qde- 


machtsresten van p en deze resten zijn de wortels van de con- 
pl 


gruentie a Ì — 1=0 (mod. p). 
In het tweede geval zij p—1l—=mg en q—=ng. Wij 
hebben dan: 


a'T =b (mod. p) 
dus ook: 
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| a7I =H (mod. p) 

3 ARE 

A (mod. p) 

en ingevolge de congruentie van FERMAT is dus: 
b* —1==0 (mod. p) 


en daar m deeler is van p—l zijn er dus m wortels voor 
deze congruentie. 


Is g de G.G.D. van q en (p — tf), zoo zijn er Ù > verschil- 


lende qde-machtsresten van pen deze zijn de wortels van de 
pl | 


congruentie a J_— 1=0 (mod. p). 

Het 3de geval is tot het tweede terug te brengen, want 
wij behoeven slechts g=l1l te stellen. Dus: 

Is q 0.0. met p—l dan zijn de qde-machtsresten van p ver- 
schillend, d.w.z. zij zijn de getallen 0, 1, 2... (p—l). 


8. Is a, een wortel van a? —1==0 (mod. p) dan is, als 


g de G.G.D. van q en (p —1l) is, a, wortel vana’ — 120 
(mod. p). Dus is: 


a? Z1 (mod. p). 
Uit de congruentie van FERMAT volgt nu dat: 
bn a,J =0 (mod. p) 

p—l verschillende wortels heeft. Is nu p — 1 = mg dan is: 
al —ad =d" —a (Tp al Pa, Had) 

De congruentie : 

1e Wine p) 

heeft dus m verschillende wortels. Hieruit blijkt dat er 
m getallen zijn die a, tot mde-machtsrest hebben. 
“ Aangezien voor p #2, p—l een even getal is, zoo zijn 


er £ 5 kwadraatresten van p, en iedere kwadraatrest 


behoort bij 2 verschillende getallen. Trouwens aen p—a 
hebben dezelfde kwadraatrest. 


184 


9. Is. g deeler van Ok zoo zijn de wortels van 
af —1==0 (mod. p) de er “_machtsresten van p. --Er 


kunnen zich nu twee gevallen voordoen nl. 19. q is on- 
deelbaar, 2°. q is deelbaar. Nemen we eerst q is ondeel- 
baar. Is nu a, #1 een wortel van de congruentie, die wij 


.. a | hd Ld 
beschouwen, zoo zijn a,°, a,°...a Î, zoo noodig vermin- 
derd met een p-voud, ook wortels van de congruentie en 


zij stellen met de eenheid, de q wortels van af — 120 
(mod. p) voor. Feitelijk is de eenheid de wortel van de 


congruentie a —1==0 (mod. p) en zijn dus a,, a,° … det 


de wortels die voldoen aan af —1==0 (mod. p) en niet aan 
een congruentie van denzelfden vorm en van lageren 
graad als q. Wij zullen de wortels van een congruentie 


bees 0 WM mod p), die voldoen aan deze, doch niet aan 
een congruentie van lageren graad en van denzelfden 


vorm, de primitieve wortels van a —1 =0 (mod. p) noemen. 


Datar SP wortels zijn van af —1=0alsa, 
een primitieve wortel is, volgt onmiddellijk uit de beschou- 


wing a,{=1 dus a! =1 di. (a,)Y=1 (mod. p). Wij mer- 
ken hierbij op dat het geenszins noodig is dat a, het 
kleinste der getallen is die congruent zijn met 


—l 
ANS BHA A 
Kent men dus één der primitieve wortels van de con- 


gruentie af — 1 = 0 (mod. p) dan zijn ze allen bekend. 


10. Is g deelbaar, zoo veronderstellen wij in de eerste 
plaats qg=q: qe, waarbij q,‚ en q, beide ondeelbaar zijn. 


Zij nu a, een primitieve wortel van af! —1==0 en ds een 
van af? —1==0 (mod. p). Wij weten dan as 1 (mod. p) 
en ook a,f? =1 (mod. p). Hieruit volgen a,?172 — 1 (mod. 
p) en a,{112 =1 (mod. p) zoodat a, en a, ook wortels 
(doch geen primitieve wortels) van af —1 == 0 (mod. p) 
zijn. Vermeníigvuldiging leert ons nu (a, 4a){!f? = 1 
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(mod. p) en dus is a, a, een wortel van al — 1=0(mod.p). 
Daar nu de primitieve wortels van aÎt—1=0 en 


al? —1==0 verschillend moeten zijn, omdat q,‚ en q, on- 
derling ondeelbaar zijn, zoo zal a, a, een primitieve wor- 


tel zijn van de congruentie af — 1 =0 (mod. ). 

Er zijn q, —1 primitieve wortels voor al!—1=0‘mod. p) 
en q,—1 voor al? —1==0 (mod.p). Er zijn dus (q, — 1) 
(qa —1) d. í. g (1 — en (1 —) primitieve wortels voor 

1 2 
al —1==0 (mod. p). 

Heeft een getal G de ondeelbare deelers q,, q, .... 

Uk en geen andere, dan zijn er 


1 1 
GH) =G(1— (1)... 11 
p (G) ( zn a ( q) (LL) 
getallen kleiner dan G, die onderling ondeelbaar zijn met 
G. Tot deze getallen behoort ook de eenheid maar niet 
het getal G zelve. 

Wij zien dus dat in ons geval al —1=0 (mod. p) P(q) 

primitieve wortels heeft. 
Is nu b, een primitieve wortel van hi ear p) 
waarin nog altijd g==q; Qs, zoo zullen de getallen die 


Eoneruetitszijns met. brb; nb dn b kli allen voldoen 
aan de congruentie al — 1==0 (mod. p). De getallen con- 
gruent met b,{!, bt EE pride nd voldoen echter aan 
al? —1==0 (mod. p) en die behoorende bij b,??, bt … 
genes voldoen aan ap, —1==0. De overige getallen 


geven de primitieve wortels aan van Oner mod: p) 
en de exponenten van b, zijn de getallen kleiner dan g, 
die onderling ondeelbaar zijn met q. Is duseen der primi- 


tieve wortels van af — 1 =0 (mod. p) bekend, dan zijn allen 
bekend. 


11. De redeneering in de vorige paragraaf ondergaat 
geene verandering indien wij veronderstellen dat q, bestaat 
uit twee of meer factoren die ondeelbaar zijn en 0.0. met 
q,‚. Daarom mogen wij besluiten dat, indien q —=q1q2q3 Qy. 

? 


186 


waarin Q1 , Ye. Qy, allen ondeelbare getallen zijn, de congruentie 


al —1 =0 (mod. p) 
bezit p(q) primitieve wortels en dat zoo b, een dier wortels is, 
alle getallen congruent met b,, b,°, b‚° … ben wortels zijn 
van de bedoelde congruentie, terwijl de machten van b, , waarbij 
de exponenten een der getallen van het aantal o(q) ds, de 
primitieve wortels van de congruentie opleveren. 


12. Zij eindelijk g=Ag,g>...q, waarbij A een getal, 
dat geen andere ondeelbare factoren heeft als q,, qa... 
q,, dan is: 


sO=Ae (4) 


zooals onmiddellijk is in te zien uit de in (11) gegeven 
betrekking. 
Zi 


Beschouwen wij nu de congruentie a — 1 =0 (mod. p). 


Deze heeft volgens de vorige paragraaf (£) primi- 


tieve wortels. Zij b, een dier wortels. Wij nemen nu de 


OSE as =b, (mod, p) Set Le 
Elke wortel, die hieraan voldoet, is een wortel van de 


congruentie af —1==0 (mod. p), zooals onmiddellijk is in 
te zien. Schrijven wij toch voor deze laatste congruentie : 
E Lt 
(a) A 1=0 (mod.p) 
dan zien wij hieruit dat ik congruent moet zijn met een 
q 


der wortels van gen 1250 (mod.p) dat is met een der 
wortels b (b.v. b,). 
Zij nu «c; een wortel van “(12), dan zijn C/C cn 
7 


C, dk of de daarmede congruente getallen voor den modulus 


p wortels van de congruenties van den vorm (12) omdat 
q q 


NK AAN in de wortels zijn van a == l (mod. p) doch 


a nn a EE an Send nn a Sd md Kla den a ie ian 


ien dd 
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ed ERTL 
Ci is een nieuwe wortel van (12) zelve. Immers is, als 
Er 
C3 =C| (mod. p), dan is 
JN JN .N JN 
C5 =H tt. C1 en Ed - 


JN JN 
Je, =e, =b, (mod. p). 
Met dezen nieuwen wortel van (12) kunnen wij, door 
vermenigvuldiging met c,‚ een nieuwen wortel van de 


congruenties (a) =b, (mod. p), door vermenigvuldiging 


; A 
met c,‚? een nieuwen wortel van (az) ==b; (mod. p) ver- 
krijgen, enz. | | 


q () 
Eon ES 
ER A 
Wij merken even op dat de waarden c, ed C, enz. 
wortels zijn van de congruentie Al (mod. #). 


Wij komen dus tot de conclusie dat de primitieve wortels 
van af —1==0 (mod. p) de wortels zijn van de congruen- 


ties (12) en dat de wortels van a? —1=0 (mod. p) con- 


gruent zijn met de getallen e,,c,?, c‚° enz. tot aan cl, 


welke laatste congruent is met de eenheid. De congruentie 
al — 1==0 (mod.p). waarbij q = Aq:qs...qj heeft dus 


Ä Xp (4) primitieve wortels en hiermede is bewezen: 


De congruentie van FERMAT a 1=0 (mod. p) heeft 


p(p—1) primitieve wortels en elke congruentie al — 1 =0 
(mod. p), waarbij q deeler is van p —1, heeft p(q) primitieve 
wortels, welke echter niet behooren tot de p(p —1) primitieve 
wortels van de congruentie van FERMAT. 


13. Wij hebben reeds opgemerkt dat men het eerste 
lid van de congruentie van FeRMAT kan ontbinden in 
factoren. Stelt men elk dezer factoren congruent met 0 
voor den modulus p, dan heeft elk dier congruenties 
evenveel wortels als hare graad aangeeft en de wortels 
van de aldus verkregen congruenties zijn verschillend, 
dus een wortel van de eene congruentie is geen wortel 
van een der andere. Wij nemen nu weer aan dat q een 


188 


deeler van p—l is en beschouwen de congruentie: 
al —1==0 (mod. p). 
Voor de eongruenties, die door ontbinding van al—1 in 


factoren, ontstaan, geldt bovenstaande eveneens. 
Zij vooreerst q ondeelbaar. Alsdan is: 


al Am(abtal Epa at 
De congruentie: 
Reilhe kitr kan Char ad, 

UNE) Jaq Jaq H-...at-1==0)}mod.p) (13) 
bevat dus de primitieve wortels van at — 1 =O (mod: p). 

Het eerste lid van deze congruentie noemen wij den 
primitieven deeler van af —1. 

Zij nu q=qig> waarbij q, en q, beide ondeelbaar zijn 
De primitieve wortels van a? —1==0 (mod. p) zullen nu, 
zooals duidelijk is voorkomen in de congruenties 


Geen 
=-==0 (mod. p) en É Ee (mods ae) 
la a. —l 


VTT Lee ln 
a 1=(a—l)(a Ja J...Hadtl) X 
(al Ep ale dat) X f(a) 
waarbij f(a) van den graad: 
1 1 
gd a tlea(l) ne) 

De eerste drie factoren, congruent met nul geven de 
niet-primitieve wortels af — 1 ==0 (mod. p)-. De p(q) pri- 
mitieve wortels voldoen dus aan de congruentie 

f(a)==0 (mod. p) 
en dus is volgens onze definitie f(a) de primitieve deeler 


van at=—-1. 


Noemen wij p(a)— ali bali 2... dat dan is, 
zooals onmiddellijk is in te zien: 


12 
Ee Len NEN 
Het zal duidelijk zijn dat f(a) de G.G.D. is van de beide 
eerste leden der congruenties (14). (Wordt vervolgd.) 
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Transtormatie van Vlakke Krommen 


DOOR 


J. W.N. LE HEUX te Luit. Inf, Breda. 


S 1. Afleiding van de Lemniscaat uit de Parabool. 


Zij (@? + y?)? — 24° (? —y?)=0 de vergelijking eener 
lemniscaat op een rechthoekig stelsel. 

nteltsmensvct yi ijl Ben _— y= 2, dan is 

Uni Le ZE 
de vergelijking eener parabool. Verder heeft men door 
optelling en aftrekking : 
n= VEV 2 (yi +41) 
y= VEV (yi —e4)}. 

De coördinaten van een punt der lemniscaat komen dus 
in grootte overeen met de vierkantswortels uit de waarden 
der gelijknamige coördinaten 

KEV Dy Aw) 
Y=EV2(yi—,). 

Laat men de parabool y‚* =a? 2, overeen hoek van 

— 45° draaien, dan zijn de transformatieformules 

X ==; COS (— 45°) — y, sin (— 45°) 

Y ==, sin (— 45°) + y, cos (— 45°) 
of X=iv2(y Je) 

Y=tv2(y:—ev,), 

waaruit blijkt, dat men de lemniscaat kan construeeren, 
door de parabool y?*=a? 2x te teekenen op een recht- 
hoekig stelsel XOY, daarna deze parabool om den oorsprong 
te laten draaien over een hoek van — 45° en op het stelsel 
XOY een kromme te teekenen, waarvan de coördinaten 
de vierkantswortels zijn uit de gelijknamige coördinaten 
van de punten der parabool op het stelsel XOY. Het con- 
strueeren der wortels kan geschieden door middel van de 
parabool gy? ==, waarvan de parameter de halve lengte- 
eenheid is of door middel van een cirkel. Deze laatste 
methode, welke eenvoudiger is, kan in de volgende twee 
gevallen worden toegepast, 
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a. Wanneer een kromme naar vorm en grootte moet 
worden geteekend en de grootste absecis (ordinaat) gelijk 
aan of kleiner dan de lengte-eenheid (middellijn van den 
cirkel) is. 

b. Wanneer men alleen over den vorm wenscht te oor- 
deelen, zoodat de middellijn van den cirkel willekeurig, 
b.v. =b genomen kan worden, waarbij de wortels uit de 
coördinaten met Lb worden vermenigvuldigd. 

De laatste handelwijze is in fig. 1 
toegepast, met dien verstande, dat 
zoowel voor de transformatie der ordi- 
naten als voor die der abscissen een 
cirkel (met gelijken straal) is gebruikt. 

Zij P een punt der gedraaide para- 
bool, met abseis OA en ordinaat OB, 
zij verder OX=0Y =b. Men heeft: 

OG OAN 
Fig. 1. Aug: „OC == OAT OAN 

Evenzoo OP = OB’ =WVOB.1. 

OA’ en OB’ zijn nu de coördinaten van een punt P’ der 
lemniscaat. 

Het deel OPX der parabool, gelegen in het eerste 
kwadrant, geeft het deel OP/X der lemniscaat. Door het 
dubbele teeken van den vierkantswortel uit abscis en 
ordinaat in rekening te brengen, krijgt men de deelen in 
de drie andere kwadranten. Het deel der parabool, dat in 
het derde kwadrant ligt, geeft een imaginaire lemniscaat. 
Men vindt de vaste punten der lemniscaat door op te 
merken dat als p de parameter der parabool voorstelt, 
men heeft a? V2—=2p, dus a=tV|Ip?2|. Voor ons ge- 
val moet deze waarde vermenigvuldigd worden met TV. 


S 2, Uitbreiding van het voorgaand geval. 


Uit $ 1 blĳkt, dat als # en y de coördinaten van een 
punt der lemniscaat zijn, men stellen kan #&=t lx; 
y= y,, waarbij we, en y‚ de coördinaten van een punt 
eener kromme aangeven, waaruit de lemniscaat door 
transformatie kan worden verkregen. Onder transformatie 
wordt hier verstaan het veranderen van een kromme lijn 
in een andere door worteltrekking uit de waarden der 
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coördinaten. In geval van evenmachtsworteltrekking levert 
alleen dàt deel der te transformeeren kromme, dat in het 
eerste kwadrant ligt, bestaanbare punten op. 

Uit het bovenstaande volgt «, —a?, y, =y?, zoodat men 
dadelijk uit de vergelijking der lemniscaat 

(a? gy?) — Zat (ot —y?)=0 
had kunnen besluiten, dat deze lijn verkregen kan 
worden uit (we, Hy)? —2a° (a, —y;)=0 
welke lijn blijkbaar een parabool voorstelt. 

De algemeene vorm nu der krommen, die de eigenschap 
hebben, dat het product der afstanden van een punt der 
kromme tot twee gegeven vaste punten constant is, kan 
als volgt in rechthoekige coörd. worden gegeven: 

(ot Hy)? — 202 (aw? — YP) H (ct —at)=0 
waarbij 2c de afstand tusschen de vaste punten en a? het 
constante product is. Blijkens het voorgaande kan deze 
lijn ontstaan uit: 
Wer ye ey) (Ct at) —0 
welke vergelijking voorstelt de parabool 
y” — 2e? rie (cf at), 

nadat het rechthoekig stelsel, waarop deze lijn is beschre- 
ven, 45° om den oorsprong is gedraaid en tot nieuw coör- 

dinatenstelsel is genomen. 
x° De vergelijking der para- 
bool kan geschreven worden 

2 — 2 LEsale 

y. =d? (2 H- De jn 

Denken wij ons c constant 
en a veranderlijk, eerst Cc, 
dan —=c, daarna > ec, dan kun- 
nen wij deze verandering in 
beeld brengen, door den 
oorsprong O van het nieuwe 
stelsel X’OY’ te laten voort- 
schuiven langs de oude OX 
as (zie figuur 2) en wel van 


Fig. 2 


P door O naar Q. 
De vorm der bovengenoemde MP zal nu voor de ver- 


schillende gevallen a9 het spiegelbeeld t. o. v. OX’ en 
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OY’ zijn van het binnen ’t eerste kwadrant X’/OY’gelegen 
deel der parabool, nadat dit getransformeerd is. Zonder 
deze transformatie uit te voeren, ziet men echter reeds in, 
dat voor a {ce dus a*— ct negatief of de oorsprong links 
van het toppunt der parabool, de kromme twee t. 0. v.de 
Y’'as symmetrisch gelegen gesloten deelen vormt, welke 
in twee punten overgaan, als de assen de parabool raken, 
dat voor a=cdus at — ct = 0 of de oorsprong samen vallend 
met het toppunt der parabool, de twee gesloten deelen 
elkaar in den oorsprong raken (lemniscaat), 

dat voor a )e dus at — ct positief of de oorsprong rechts 
van het toppunt der parabool, de lijn één gesloten kromme 
vormt. 

De MP van de vaste punten der genoemde krommen is 
een stelsel van twee aan de X-as evenwijdige lijnen en 
daarvan verwijderd op een afstand + V(5 pl.) 

Men kan het gevondene nog als volgt formuleeren : 

Gegeven zij een parabool AOB (fig. 2) met brandpunt in 
F. De loodlijn in F op de as opgericht, snijdt de parabool 
in A en B, in welke punten men raaklijnen AE en BD 
trekt. Zij AF =p, dan is AE =pl?. Men laat nu, terwijl 
de parabool evenwijdig aan zichzelf blijft, den top voort- 
schuiven langs de X-as, van Q, door O naar P. Neemt 
men verder EA als nieuwe X-as, ED als nieuwe Y-as, dan 
zullen de door EA van de parabool afgesneden stukken, 
na transformatie door vierkantsworteltrekking, een bundel 
lemniscaten vormen, waarvan het getransformeerde raak- 
punt A een brandpunt is. 


S 5. Geïsoleerde punten. 


Zij gegeven de vergelijking der kromme 
(ws —y?)? Zat (wy) SP, 
welke door transformatie verkregen kan worden uit: 
(ae — 4)? —2a? (@ +) =O, 
d.i. een parabool en wel de lijn y? =?2a?x op een recht- 


hoekig stelsel, dat een hoek van —45° met ’t oorspron- 
kelijke maakt. 


Bij transformatie leveren alleen de punten, gelegen in 
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het eerste kwadrant XOY, reëele punten op, hier dus (zie 
fig. 3) in de eerste plaats het punt O en verder de punten der 
takken AB en CD. Daar de tak 
OA, evenals OC, imaginair wordt, 
treedt het punt O in de getrans- 
formeerde figuur als geïsoleerd 
nn Sede ned beten punt op, zooals ook het differen- 
tiaal kenmerk aangeeft. 
DS Geïsoleerde punten zijn dus te 
beschouwen als overblijfselen 
X eener figuur, waaruit de gege- 
Fig. 8. vene is ontstaan door vierkants- 
(in ’t algemeen evenmachts-) worteltrekking uit de waar- 
den der coördinaten. Daarbij worden alle deelen der figuur, 
die binnen ’t eerste kwadrant liggen, reëel, de rest in de 
drie overige kwadranten imaginair. 

De punten van het eerste en tweede kwadrant leveren 
reëele waarden, door alleen de evenmachtswortels uit de 
ordinaten te nemen; de punten van het eerste en vierde 
kwadrant, door de transformatie alleen op de absecissen 
toe te passen. 

In fig. 4 is geteekend de : 
cirkel 
VR) (gh 2D. 

Daarnazijn door middel van 
de parabool y? = « de abscis- 
sen getransformeerd, terwijl 
de ordinaten onveranderd zijn 
gebleven. De nieuwe figuur 
heeft tot vergelijking 
(2 VD) (yi) =l of vt JY? YV2=0. 

Men kan zich de vraag stellen, van welke kromme het 
geïsoleerde punt van de voetpuntskromme der ellips een 
overblijfsel is. 

Zij de vergelijking der voetpuntskromme 

ata? 4 by? — (ax? Hy)? =0, 
dan kan men zich deze lijn ontstaan denken door trans- 
formatie uit | 


r 


Y 


| 
I 
l 
! 
| 
Ì 
I 


| 
|: 
| 
| 
! 
Î 


| ara Hy — (at) =0, 
d.i, een parabool, gaande door den oorsprong. 
Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. 13 


194 


De vergelijking dezer parabool wordt voor a=2,b=l: 


En) nn Cn) hl 
Door b=1 te nemen, krijgt men 
in fig. 5 het bijzondere geval, dat de 
parabool door een der uiteinden der 
kleine as gaat — in ’t algemeen 
snijdt zij van de Y-as een stuk 
—b° af. 
BC ied Draaiing over een hoek van 315° 
VE teebt, B_ geeft, bij toepassing der formules 
en ee v—=iV2(yY de) 
y=iV2y—e) 
4y2 BV 2x 2y=0 
of yv =iv2(e HVL). 
Geconstrueerd is in fig. 5 de parabool y? =i 2x, d.i 
de kromme AOB. Daarna is de Y-as verplaatst over een 
afstand + 281”2, de X=as over een afstand —# 2. De 
oorsprong van het assenstelsel komt daardoor in ’t punt 
C der parabool. Daarna is op het stelsel X’OY’ de trans- 
formatie toegepast door middel van de parabool y° =#. 
Het punt C wordt daardoor geisoleerd. Zij nog gegeven 
de lijn e =2cosp 1 waaruit volgt 
L=COsp (2 eospd-1) 
y=sin p(2cosp 1). 
Verplaatsing der Y-as over een afstand +1 en trans- 
formatie geeft x° =eCosp(2eosp 1) —1 
y° =cosv (2 cosp +1). 
Hieruit p geëlimineerd geeft 
mt Hy)? —3(et Hy) — 2 =0 
welke kromme een geïsoleerd punt in den oorsprong heeft, 
dat dus behoort tot de algemeene cardioïde. 


S 4. Toepassingen. 


De genoemde transformatie geeft een gemakkelijk mid- 
del om de vergelijking in cartesische coördinaten van 
eenige merkwaardige kromme lijnen op te maken, waarna 
het beloop der functie door toepassing der analytische 
kenmerken kan worden teruggevonden, 
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TI. In fig. 6 is op het rechthoekig stelsel XOY voorgesteld 
de katakaustica van een cirkel voor een lichtbundel // Y-as. 
Vergelijking : 
L=COS SP J- 3 COS Pp 
y=sin3pJ-3 sing. 
Men verplaatst den 
oorsprong naar O’, draait 
het stelsel over een hoek 
van —45° en transfor- 
meert door tweede- 
machtsworteltrekking 
uit beide coördinaten op 
het stelsel X’0/'Y’ (met 
behulp der parabool O’H). 
De keerpunten A en B der kaustica worden geïsoleerde 
punten, het deel CEXH gaat over in LGN. 
De geheele getransformeerde lijn is het spiegelbeeld 
t. o. v. de assen O/X’ en O’Y’ van het deel, dat in ’teerste 
kwadrant ligt en bestaat dus uit een gesloten kromme met 
vier geïsoleerde punten. Om de vergelijking op te maken, 
heeft men: 
Na evenwijdige verplaatsing van ’t stelsel XOY tot de 
oorsprong in O’ valt 
L=COSEpHBCcosp 2 y=sindpd sing. 
Na toepassing der rotatieformules 
e= V2(yi He) 
gt (yi— 0) 
EV2(y, +2) =CcOos3pH3COspJ-2 
LV2(y, —4)=sin3o }3sing. 
Hieruit p geëlimineerd geeft na herleiding : 
[(@? Hy?) — A2 + 9)}P — HA Hy — 2) =0, 
aan welke vergelijking o. a. de coörd. der keerpunten A 
en B voldoen, nl.#=0,y=tl\8y=0, =d l8, zooals 
uit de figuur blijkt, daar OO’ = OA = OB =2. 
Na transformatie heeft men dus: 
(wt dyt) 22 (a? Hy?) — DA (rn? Hy? —2V2)2 =0 
met de geïsoleerde punten 
n=) y=dt we 
=O HED, 
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II. Wanneer men uit den oorsprong van het rechthoe- 

kig stelsel, waarop de hyperbool 

„a=tgptl, y=(2— 2) sec p 

is beschreven (fig. 7), in het 
eerste en vierde kwadrant 
raaklijnen trekt aan deze hy- 
perbool, dan maken die raak- 
lijnen met de X-as hoeken ; 
resp. van +224 ° en — 2250. + 
Het raakpunt A komt over- 
een met een hoek p =45° ; de 
coördinaten van dit raakpunt 
zijn dus #—=?2, y=2V 22. 
Men neemt nu de (verlengde) 
raaklijnen aan als nieuwe coördinaatassen (coörd.hoek dus 
45°): de vergelijking der hyperbool wordt: 

yy)? Ay to) VAL) =8(2 — 2). 

Transformatie door vierkantsworteltrekking op ’t stelsel 
X’0'Y’ geeft: 
ree (YP AGP) Vd 22) B (22) 

Binnen het eerste kwadrant X’0’Y’ liggen alleen de 
twee raakpunten A en B; na transformatie bestaat de 
figuur dus uit vier geïsoleerde punten met coördinaten 

0 te P(16 —8V2) en —W(16—8V2) 0. 

Men kan nu, van deze figuur uitgaande, een andere 
construeeren, die uit een willekeurig aantal geïsoleerde 
punten bestaat. 

Door nl. de vergelijking op te maken op een stelsel, 
waarvan de X”-as een hoek van — 22° maakt met OX’, 
de Y”-as een hoek van (90°— 221 9) met ON’ (welk nieuw 
stelsel dus rechthoekig is), krijgt men binnen het eerste 
kwadrant twee geïsoleerde punten. Na transformatie door 
vierkantsworteltrekking bestaat de figuur uit acht geïso- 
leerde punten (zie fig. 7), die op een cirkelomtrek liggen. 

De rotatieformules voor den overgang van X’0’Y’ op 
AOV ZIJN 
_ COS 22 — y,, sin 224 _—@ Sin 224 + y,, COS 224 

EEE oet AET V2 
ne ge + V2) wj (2ND) Yp 
gd V2 


Fig. 7. 


of 
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en ll el inrinle  VN 1 
Vias vo 
Wiee Cin WOrdt 12 (yn 
yi? + 2,? wordt 2 (,,° + 4/2 —V2 0,4,/). 

De figuur, welke uit 8 geïsoleerde punten bestaat, heeft 

dus tot vergelijking : 
2(yt— rt? —8 (at dys — ay? VP H 
+8 (td yt— ry? VL) V(4 — 22) =8(2— 2). 

Aan deze vergelijking wordt voldaan door: 

(y= VIEV (22). (16 — BV 2D B(2 VP) 
ye) == VIE (22). (16 — BV) = + P(10V LZ). 

De straal van den cirkel, waarop de acht punten liggen, 
iS (16 — 812). 

Had men de vergelijking opgemaakt op een stelsel met 
O’X’ tot X-as en O/Y” | O/Y’ tot Y-as, en daarna getrans- 
formeerd, dan had men een figuur van zes punten gekregen. 
Sluit men drie dezer punten in een rechten hoek, waarvan 
de beenen tot nieuwe assen worden gekozen en transfor- 
meert vervolgens, dan krijgt men twaalf geïsoleerde punten. 

Als algemeene regel voor het verkrijgen van bepaalde 
puntengroepen geldt: 

Evenmachtsworteltrekking uit beide coördinaten geeft 
het spiegelbeeld ten opzichte van beide assen van ’t deel 
der figuur, dat in ’t eerste kwadrant ligt. 

Evenmachtsworteltrekking uit de abscissen (ordinaten) 
geeft het spiegelbeeld ten opzichte van de Y-as (X-as) van 
het deel der figuur, in het Iste en 4de (lste en 2de) kwadrant. 

Door in figuur 7 te nemen de hyperbool # =tg op + a, 
y=(2—WV2)secp, en door den nieuwen oorsprong assen 
LON’ en O/'Y’ te trekken, terwijl verder dezelfde handel- 
wijzen worden toegepast als boven vermeld, krijgt men 
voor a { 1 een onbestaanbare figuur; voor a ) 1 een 
figuur, waarin afzonderlijke gesloten krommen de plaats 
der geïsoleerde punten innemen. 

Door uit te gaan van lijnen, welke met elk der assen 
een aantal punten gemeen hebben, kunnen deze verzame- 
lingen van geïsoleerde punten of gesloten krommen wor- 
den uitgebreid. 
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Constructie van de assen van een ellips, wanneer 
) toegevoegde middellijnen gegeven zijn 


DOOR 


H. J. VAN AALDEREN (Utrecht). 


AA, en BB, zijn toegevoegde middellijnen. 


Trek OC loodrecht op 
AA, en maak OC = OA. 
Lijn FG || AA. 

DD, deelt BC loodrecht 
middendoor. 

Sb pin 

Maak BF = OE. 

Richting OF is de as- 
richting. 


Bewijs (uit de scheeve-parallelprojectie). 


Beschouwen we 
de ellips als de pro- 
jectie van den ge- 
teekenden cirkel, in 
het horizontale vlak 
liggend. De toege- 
voegde middellijn is 
dan de as van pro- 
jectie. Oe! en ee! zijn 
projectierichtingen. 

Driehoek Oee’ 
geeft dus de richtingen van de zijden van den z.g.n. 
projeectiedriehoek. 

Een straal Op in den cirkel levert een voerstraal Op’ 
van de ellips en een raaklijn sp in punt p een raaklijn sp’ 
in p/ aan de ellips. 
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Willen we dus de asrichting hebben, dan moet de raak- 
lijn loodrecht op den voerstraal staan. 

Beschouwen we nu echter niet de raaklijn sp, maar een 
evenwijdige daaraan door het punt g. Dat levert dus een 
lijn Og’ en s,q’ in projectie. En sq’ is evenwijdig aan sp’. 
De asrichting hebben we dus ook als Og’ en s,q’ loodrecht 
op elkaar staan. 

Is dat het geval, dan ligt g’ op den halven cirkel met 
Os, tot middellijn. Daarop ligt q ook, want de hoeken Ogs, 
en Og's, zijn recht. 

De afstand qg’ blijft gelijk voor elk punt van de lijn ab 
en zijn projectie, op a’l’ liggend. 

We deelen dan ee! loodrecht middendoor en beschrijven 
een cirkel door e en e/ met het middelpunt in de as van 
projectie en die loodlijn. Verschuiven we nu het middel- 
punt zoo op de as van projectie, tot de cirkel door O gaat, 
dan geeft het rechter snijpunt van dien cirkel met a/b’ 
en O de asrichting. 


In de constructie is echter een groote vereenvoudiging 
aan te brengen. 

Zetten we nl. uit O een lijn evenwijdig en gelijk BC 
naar beneden uit en deelen we die lijn middendoor, dan 
is het snijpunt van deze deellijn met FG (le figuur) het 
middelpunt van den cirkel, die door O, G en F gaat. 

Teekent men in figuur 1 den verschoven cirkel, dan is 
dat dadelijk in te zien. 


De eenvoudiger constructie wordt dus: 

Trek BC loodrecht op 
AA, en maak BC =0OA. 

DD, deelt CO loodrecht 
middendoor. 

Sobrii): 

FO en GO zijn de as- 
richtingen. 

De assen zelf zijn: 

Apo Lm ABL 

(pp’ en qq’ zijn even- 
wijdig OC). 

Het bewijs voor deze 
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constructie uit de scheeve-paralleleonstructie is eenigszins 
anders. 

We vatten de ellips dan op als de projectie van den 
cirkel met C tot middelpunt. RR is dan de as van projectie. 


Twee loodrechte middellijnen in den cirkel geven 2 toe- 
gevoegde middellijnen in de ellips (geprojecteerde cirkel). 

Voor de assenconstructie krijgen we dus de vraag, 
2 loodrechte middellijnen te teekenen, die 2 loodrechte 
lijnen als projectie geven. 

Een middellijn van den cirkel snijdt zijn projectie op de as. 

Voor de gevraagde lijnen liggen dus O, C en de snij- 
punten op een halven cirkel met zijn middelpunt op de 
as van projectie, want de hoeken bij O en C zijn weer 
recht. We deelen dus OC middendoor. Die deellijn met 
de as gesneden geeft dus het middelpunt. 

De evenwijdigtrekking van pp’ en qq’ met OC voor de 
grootte is het toepassen van de parallelprojectie. 


Gonsteuotie van de dubheloun'en eener involutie 


DOOR 


W. FE. GISOLF (Rotterdam). 


Beschouwen wij het volgende vraagstuk: 

„Een driehoek te construeeren, indien gegeven zijn: de 
zwaartelijn, de bissectrice uit den top, en het stuk van 
de basis, begrepen tusschen deze twee lijnen.” 

De gewone oplossing van dit vraagstuk is eenvoudig. 
Men construeert den driehoek, gevormd door de gegeven 
lijnen ; richt in het midden van de basis van den gevraag- 
den driehoek een loodlijn op en verlengt deze loodlijn tot 
ze de bissectrice snijdt. Men construeert dan den cirkel, 
welks middelpunt ligt op deze loodlijn, en die door den 
top van den gevraagden driehoek en het vermelde snijpunt 
gaat. De ontbrekende basisuiteinden worden door snijding 
van den cirkel met de basis gevonden. 
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Men kan echter het vraagstuk ook van een anderen kant 
beschouwen, na den driehoek, door de gegevens gevormd, 
geconstrueerd te hebben. De bissectrice van den neven- 
hoek van den tophoek is dan ook bekend, en aldus zijn er 
op de basis twee paren punten bekend, nl. de snijpunten — 
der bissectrices met de basis, het midden en het oneindig 
verre punt van de basis, welke puntenparen tegelijkertijd 
ten opzichte van de nog onbekende basisuiteinden harmo- 
nisch gelegen zijn en derhalve een involutie vormen, die 
de gezochte basisuiteinden tot dubbelpunten heeft; deze 
kunnen volgens de eerste constructie gevonden worden. 

Ligt, zooals dat hier het geval is, een van de punten der 
twee puntenparen in het oneindige, dan beschrijft men tot 
het bepalen der dubbelpunten een cirkel op de verbin- 
dingslijn van het puntenpaar in het eindige als middellijn ; 
men verbindt een willekeurig punt van dezen cirkel met 
een der punten van dit puntenpaar, en snijdt die met de 
loodlijn in het eindige punt van het tweede puntenpaar, 
op den drager opgericht. Men construeert den cirkel, die 
door het gekozen punt en het gevonden snijpunt gaat, en 
het middelpunt op de loodlijn heeft. De snijpunten van 
dezen cirkel met den drager zijn de gezochte dubbelpunten. 

Voor het geval, dat een der punten van een der twee 
puntenparen niet in het oneindige ligt, kan men tot het 
behandelde geval door centrale projectie geraken. 

Het is aan een figuur met behulp van de vermelde con- 
structie zeer gemakkelijk te demonstreeren, dat er altijd 
twee reëele dubbelpunten zijn, voor het geval dat de ein- 
dige verbindingslijnen der puntenparen (alsdan beide in 
het eindige liggend) geen stuk gemeen hebben. 

Ook kan men door het maken ‘eener figuur zich er van 
overtuigen en bewijzen, dat voor het geval, dat die twee 
verbindingslijnen wel een stuk gemeen hebben, er geen 
reöele dubbelpunten bestaan. 
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De kinematograal bij het onderwijg in de meetkunde. 


Den Jen April heeft de directeur van het gymnasium te 
Darmstadt, Geheimer Schulrat L. Münch, op uitnoodiging 
van het Rotterdamsch Natuurkundig Genootschap, een aan- 
tal kinematografische films vertoond, die betrekking hadden 
op onderwerpen uit de meetkunde. 

Met deze lezing wordt een geheel nieuwe richting van 
het wiskunde-onderwijs ingewijd. Waar vroeger de meet- 
kunde gedacht werd zonder beweging te zijn en zelfs 
beweging uit den booze werd geacht, heerscht in den laatsten 
tijd een andere opvatting, waartoe bijv. Klein in Göttingen 
krachtig heeft medegewerkt. Wil men bij de leerlingen 
het begrip wekken, dat figuren in elkander kunnen over- 
gaan, dan stuit men op de onbewegelijkheid van de figuren 
zelve, en moet men de fantasie van de leerlingen te hulp 
roepen. Dit geeft nieuwe bezwaren, daar de leerling nu 
moet denken aan figuren, die hij niet ziet. De kinemato- 
graaf komt aan de voorstelling te hulp. Waar echter bij 
natuurlijke gebeurtenissen dadelijk de fotografie kan wor- 
den toegepast, zijn in dit geval eerst teekeningen gemaakt 
moeten worden. Spreker had dan ook meer dan twintig- 
duizend teekeningen moeten maken, om deze op de films 
fotografisch over te brengen. Zijn veeljarig werk is echter 
uitmuntend geslaagd, en zal — naar men hopen mag — wel 
spoedig zijn weg vinden naar inrichtingen van hooger en 
middelbaar onderwijs. 

Van het theorema van Pythagoras werd het Euclidische 
bewijs besproken. Daarbij wordt aangetoond, dat de helft 
van een der kleinste vierkanten gelijk is aan een driehoek 
met dezelfde basis en een anderen top; dan wordt deze 
driehoek vergeleken met een derden, en deze weder met 
een vierden, welke de helft is van een rechthoek, die 
deel uitmaakt van het grootste vierkant. 

Op het scherm zag men nu den eersten driehoek lang- 
zaam overgaan in den tweeden; deze draaide om een hoek- 
punt tot hij in den stand van den derden was gekomen ; 
daarna verplaatste zich een der hoekpunten langzaam tot 
de vierde driehoek ontstaan was. 
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Als tweede beeld werden raaklijnen getoond aan een vas- 
ten cirkel van uit een bewegelijk punt P. De raaklijnen, 
die evenwijdig zijn als het punt in het oneindige ligt, gaan 
een hoek insluiten die toeneemt in grootte naarmate het 
punt den cirkel nadert. Zij vallen samen als P op den 
cirkelomtrek komt, zijn verdwenen zoolang P zich binnen 
den cirkel bevindt, en komen weder te voorschijn zoodra 
het punt buiten den cirkel treedt. 

Met het oog op de latere figuren vermeldde spreker, dat 
als het punt binnen den cirkel is, de raaklijnen imaginair 
zijn. De constructie geeft twee raaklijnen, en als een con- 
structie twee oplossingen geeft, kan zich het geval voor- 
doen, dat de uitkomsten imaginair zijn. Bovendien behooren 
de twee oplossingen steeds bij elkander. 

Terwijl de eerste film moest worden terugbewogen, om 
de oplossing opnieuw te vertoonen, kon het tweede door- 
loopend worden voortbewogen. Want het bewegende punt, 
dat links in het oneindige verdwijnt, komt aan de rechter- 
zijde weder te voorschijn. 

Een uitbreiding van het voorgaande is een stelsel van 
twee cirkels met hun gemeenschappelijke raaklijnen. 

Een der cirkels was vast, de andere bewoog er naar toe, 
er door heen en er weder van af. Men ziet twee raak- 
lijnen kleiner en kleiner hoek insluiten, samenvallen en 
daarna verdwijnen. Iets later vallen ook de andere raak- 
lijnen samen en verdwijnen, zoodat als de kleine cirkel 
zich binnen den grooten bevindt, geen raaklijnen zicht- 
baar zijn. 

Spr. wijst in verband hiermede op het begrip van func- 
tioneelen samenhang, waarvoor in den laatsten tijd zoowel 
in het buitenland als in ons land gestreden wordt. 

Het is ondoenlijk om alle volgende films in details te 
beschrijven. Het begrip meetkundige plaats, waarmede de 
leerlingen in den aanvang zooveel moeite hebben, kan 
door bewegelijke figuren worden toegelicht. Zoo geeft spr. 
de meetkundige plaats van de middelpunten der cirkels, 
die door een vast punt gaan en een vasten cirkel raken. 
Men ziet den eenen cirkel bewegen en zijn middelpunt een 
ellips of hyperbool beschrijven. (In Duitschland worden 
de kegelsneden op de middelbare scholen behandeld.) 
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Een fraaie toepassing is die van den kromtecirkel van 
een ellips, waarvan het middelpunt de bekende stervormige 
figuur doorloopt. De cirkel raakt de ellips in drie samen- 
vallende punten en snijdt ze in een vierde punt. Dit vierde 
punt loopt driemaal de ellips rond, tegen het raakpunt 
eenmaal, een eigenschap, die vermoedelijk weinigen be- 
kend zal zijn geweest. 

Het probleem van Apollonius werd kort behandeld. Leer 
fraai was de voorstelling van kromme lijnen van den der- 
den graad. Op drie evenwijdige rechte lijnen werden negen 
punten genomen; de rechten bogen zich en gaven ver- 
schillende vormen van krommen, die steeds door de vaste 
punten bleven gaan. Voor leeken was deze overgang wel 
een der treffendste. 

De bewegingen van het zonnestelsel volgens de opvat- 
tingen van Ptolemeus en Copernicus werden met elkander 
vergeleken in naast elkander geplaatste figuren. 

De kromme lijnen van den tweeden graad in haar ver- 
schillende vormen en overgangen werden op een twaalftal 
films te zien gegeven. 

Getoond werden: 

A. Alle krommen, die door vier punten gaan. Deze 
punten waren gekozen: 

le. als hoekpunten van een vierkant; 


Heers 5 „ pijlvierhoek; 
Der hdd 4 4 „ geliĳjkzijdigen driehoek met 
hoogtepunt ; 


4e. twee reëel, twee imaginair ; 

he. alle imaginair. 

B. Alle krommen, die door twee punten gaan, en twee 
rechte lijnen raken. De punten waren gekozen: 

le. beide binnen een der gevormde hoeken; 

2e. elk in een van twee overstaande hoeken. 

C. Alle krommen, die door twee reëele punten gaan, en 
twee imaginaire rechten raken. 

D. Alle krommen, die aan drie rechten raken, en door 
een vast punt binnen den gevormden gelijkzijdigen drie- 
hoek gaan. 

E. Alle krommen, die aan vier lijnen raken, welke 
een vierkant vormen. 


k 
3 
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F. Alle krommen, die aan vier lijnen raken, waarvan 
twee imaginair. 

G. Alle krommen, die aan vier imaginaire lijnen raken. 

Daarbij was telkens de meetkundige plaats geteekend 
van de middelpunten der krommen, en zag men het mid- 
delpunt daarover heen bewegen. 

Aan het slot wees spr. er nog op, dat de door hem ver- 
toonde kinematografische beelden van meetkundige lijnen, 
in haar bewegingen en overgangen, nog een bijzondere 
eigenschap van die lijnen hadden aangetoond, nl. haar 


schoonheid. Zij doen esthetisch aan. 
BRS MAES: 


De twijfelachtige gevallen bij den drievlakkenhoek 


DOOR 


L. BOUMAN Jz. (Amsterdam). 


Laten gegeven zijn 2 zijden a en ben een Za over de 
eerste zijde. Men neme als vlak van teekening het vlak 
der 3de, niet gegeven, zijde. 


De zijde b worde met een been | as van projectie ge- 
plaatst. Z O,0,A = b. Deze zijde wordt nu om 0,0, 
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gewenteld tot zij met het vlak van teekening een Z « maakt. 
Het been O,A heeft daarna tot projecties O,P, en O,P,. 
Nu moet uit O, in het horizontale vlak een lijn worden 
getrokken, die met O,P' een hoek vormt gelijk aan a. 
Denken wij ons uit P een lijn loodrecht op deze lijn ge- 
trokken, dan zal die, als O,A=0,P als eenheid wordt 
genomen, een lengte sina hebben en de begeerde lijn zal 
moeten raken aan een cirkel, die tot straal heeft P,B, als 
Be Breeg. 

Daar de figuur, indien « scherp is, zich geheel links van 
0,0, moet projecteeren, zullen er 2, 1 of geen drievlaks 
hoeken zijn, die voldoen, naar gelang uit O, 2, 1 of geen 
aan de linkerijde van Ö Aep gelegen raaklijnen aan dien 
cirkel mogelijk zijn. 

De constructie is zeker onuitvoerbaar, als sina << P,P,, 
d.i. zooals gemakkelijk uit de figuur blijkt, als sina < sinb sina, 

Daar O,P,‚? = (sin bos a)? + cos? b=1l— sin? bsin? « 
en PB? =sin? a—sin® bsin? a 
is O,P, >-P‚B, behalve als, a== 900; dansiss Onnen 
Het trekken van raaklijnen uit O, aan den cirkel is dus 
steeds mogelijk. 

Men kan nu de volgende gevallen nagaan, waarbij men 
bedenke, dat als a stomp is, niet het in het horizontale 
vlak gelegen been zelf, maar het verlengde daarvan den 
cirkel uit P, moet raken. 

a < 90°, b<90°, a Cb; 2oplossingen. (O,S en O,S’ voldoen.) 
À 8 g—bs “lsoplossing: 
Ee 180° —b Da) bs; 1 oplossing 
voor a {90° en voor a >) 90°. 
r 2 180° —b < a; geen oplossing. 

Met het grooter worden van a wordt ook haar projectie 
ZP,0;S grooter zoolang a {< 90°: voor 4 =S 90 worde: 
ZP,O,R recht; wordt a nog grooter, dan moet het ver- 
lengde der raaklijn het begeerde tweede been zijn, maar 
LZ P,O,R neemt weer geleidelijk af; zoolangs echter 
a < 180° —b, blijft P,B) P,O, en valt één verlengde raak- 
lijn links van O,O,. Wordt a >) 180° —b, dan vallen echter 
beide verlengde Ben rechts. 

Voor b) 90° beschouwe men in de figuur O,Q, als het 
eene, vaste been. 


207 


a <{< 90°, B 90°, a Cb, doeh a ) 180° —b, 
1 opl. voor a < 90° en voor a > 90°. 
a <b, doeh a < 180° —b; 2 oplossingen. 
a) b; geef oplossing. 


Voor a ) 90° neme men in de figuur /P,0,Y=a. Nu 
moeten alleen die raaklijnen genomen worden, welke rechts 
van 0,0, liggen; men vindt: 

a ) 90°, b {90° a {b; geen oplossing. 

a 180° —b jab; 1 oplossing, 
zoowel voor a < 90° als voor a > 90°. 
1809 —a)b en a) 90°; 2 oplossingen. 

Voor a) 90° en b) 90°, waarbij weer O,Q, in plaats van 

0,0, is te nemen, heeft men: 


a > 900, bj 90°, a) bs 2opl. (2 verl. raak). rechts van O,O,). 
E a=b; l oplossing. 
180° —b {a <{b; lopl. voor a {90° en voor a > 900, 
a< 1809 — b; geen oplossing. 
Resumeerende komt men tot de bekende conclusies. 


Denkt men zich bij het behandelde de lijn O,P in haar 
werkelijken stand, dan is het opvallend, hoe men alle 
gevallen de revue kan laten passeeren en de bijzonder- 
heden duidelijk zien. 

Voor 2 hoeken en een zijde over een dezer hoeken kan 
men op dergelijke wijze handelen. 

In onze figuur wordt dan, in plaats van a, de hoek 
PBP, == bekend. Weer wordt de gezochte 3e ribbe 
raaklijn aan den cirkel, uit P, beschreven. Nu echter 
hangt de vraag, of beide raaklijnen een oplossing geven, 
af van de ligging dier lijnen ten opzichte van OP. 
Is £ b.v. scherp, dan komen alleen ín aanmerking raak- 
lijnen of verlengde raaklijnen — want dat is nu onver- 
schillig — links van P,O, 
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Meetkundig bewijs van de formules 
sin « J- sin 2 —2 sin 4 (a + 6) eos $ («a —@) enz. 
Zij ZAOX =e, 
ZL AOC =/ BOC ==} (a — 4), 
dan is: 
L COX =4 («a + 6). 
Vermenigvuldigen wij de leden van de formule met een 
lijnfactor l, dan komt er: 

Lsina 4-lsin B =2lsint(a +6) eos 4 (a — 8); 
passen wij nu op de beenen af OA =0OB ==! en projectee- 
ren wij OA, OB en OC op OX, dan is: 

lsina=—=ÂÂ,, 

lsin£2=—=BB,, 

dus is het eerste lid der formule gelijk aan 
AA; + BB, =2CC.. 
Voor het tweede lid van de formule kan men schrijven : 
2leos (a —£) X sin (a + B) = 
2 OC X sin 4 (a + B) = 
2 CO. 
Op analoge wijze toont men aan : 
GOS a + COS B —= 2 cos Ì (a + B) cos + (a — B), enz. 

Assen. Dr. A. v. THIN. 


Bewijs vo het (heorema van Stewart (Simson) 


Trek AE// CD, tot ze het 
verlengde van BC in E 
snijdt; de omgeschreven 
cirkel van A AEB snijdt het 
verlengde van ACin F, dat 
met B verbonden wordt. 
Trek den omgeschreven cir- 
kel van A CBF, snijdende 
AB in G. Nu is 


ZLE=4ZDCB=ZE 


en de rechte CD zal in C raaklijn wezen aan den cirkel CF BG, 
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CD? 

Dus is DG = Sr TAD (a) 
ROCA OE EN Des CB _ACX CF 
ECXBD=CBXAD BOOBS ADS 

RS BAD 
waaruit: CF = Beno (2) 


AB (AD + DG) = AC (AC + CE). 
Door TR «a en @ wordt dit: 


AB (AD 35 5D) noo SEE DAE 
En AD =p 
ACID DBS g 
BC =a 
CD? | _ sj afp 
Aen le 
2 nen 
waaruit volgt: CD? RE 
Leiden. J. VERWEY DE WINTER. 


Ils maar aanleiding van hel kènmêrk dêr 
Ontwikkelbare oppervlakken 


Is f(@‚y‚2)=0 de vergelijking van een ontwikkelbaar 
oppervlak en hebben p, qg, r, s en t de gewone beteekenis, 
dan zijn de kenmerken p=p(q) en rt — s? =0, die waaruit 
de ontwikkelbaarheid van het oppervlak volgt. Deze twee 
kenmerken zijn synoniem. Uit het eerste volgt door diffe- 
rentiatie “onmiddellijk; 7» = 8p/(q) en s—= t#’(q), dus: 
rt—s’ =0. Dat de eerste ook uit de tweede volgt, kan 
aldus bewezen worden. Wij weten: 

dp =r de Js dy 
dq =sdre tdy. 

Neem nu & en q als onafhankelijk veranderlijken, dan is 

dp = A dax + B dq 
dy =C de + D dg. 
Hierdoor wordt 
rd ds (C da + D dg) = A de + Bdg 
Wiskundig Tijdschrift, 8e Jaargang. 14 
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en 
s de + t(C dae + D dq) = dg, 
zoodat 
A =r-sCO, BD, O=sJtC, Lest 
Hieruit volgt: 
ne ef e2 
Aere L=0, 
t t 
s 


zoodat wij overhouden: dp = mi dq. 


Omdat wij vinden: 
òp_ 0 
Ön? 
is dus p alleen functie van g, d.i. 


p =P (q). 
Rotterdam. C. KREDIET. 


bombinafies met herhaling. 


De grondstelling dezer combinaties is te schrijven: 


mM Mm 
CG, = Cim) 

Wij veronderstellen dat de elementen door de letters 
a, b, ce, d,... k zijn aangegeven, tevens dat de verschillende 
combinaties m aan m alfabetisch zijn gerangschikt. Wij 
nemen nu de hulpelementen p, q, r,... u totaal (m — 1). 


In elk der opgeschreven combinaties vervangen wij de 
herhalingen van die elementen, die 2 of meermalen voor- 
komen door de elementen p, q, r,....w en wel met dien 
verstande, dat zoo het eerste element herhaald is, dan 
gebruiken wij het element p, is het tweede herhaald dan g, 
voor de herhaling van het derde element stellen wij r enz. 
De combinatie aaaaaaa wordt dus apgrstu, de combinatie 
abbeedd wordt dus abgesdu. Op deze wijze worden de her- 
halingen alle onderdrukt. Wij beweren nu 1°. wij hebben 
alle combinaties m aan m van de n + m—1l elementen. 
Was b.v. de combinatie bekpgsu niet aanwezig dan zoude 
in het eerste geval de combinatie bbbeckk vergeten zijn 
geworden en dit is buitengesloten. 2°. Wij hebben alle 


combinaties der C° bij de C° m1 Want die zonder her- 
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haling bevatten geen », q,...v en die met herhaling be- 
vatten steeds een of meer der elementen p, q,...u na de 
door ons aangegeven vervorming. Hiermede is de be- 
doelde grondstelling bewezen. Dus is 


C 
n 

Hieruit volgt dadelijk: 

Cr — Ct 


An (n + m—l)! 


ml (n=)! 


ml 


Ten overvloede schrijven wij hieronder nog C? en Cà op: 


aaa | apq || acc 
aab | apb acd 
aac | apc ace 
aad | apd || add 
aae | ape ade 
abb | abq aee 
abe | abe bbb 
abd | abd || bbe 
abe | abe bbd 
Rotterdam. 


acq bbe bpe cce cpe 
OC OECD cdd | cdq 
ace bed: Ff be cde | cde 

adq bee bee cee ceq 

ade || bdd | bdg ddd | dpq 
aeq bde | bde dde | dpe 
bpg bee beg dee \ deq 
bpc CCC cpq || eee epq 
bpd || eed | epd 

C. KREDIET. 


Vit Buitenlandsche Tijdscheiiten, 


181. Eigenschappen van een driehoek, welks zijden een 
rekenkundige reeks vormen. 


Zij van A ABC 2a =b + ec, dan 
hebben de volgende eigenschap- 
pen plaats: 


1) de lijn, die het zwp. met 
het middelpunt N van den inge- 
schreven cirkel verbindt, loopt 
evenwijdig met 4. 


2) de lijn, die A met het mid- 
delpunt N’ van den aangeschre- 
ven cirkel verbindt wordt door 
BC gehalveerd daar r, = de 


hoogtelijn op BC is. 
3) de afstand van M, middel- 
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punt van den omgeschreven cirkel tot BC is het verschil 
der stralen van om- en ingeschreven cirkel. Daar AL = BE 
zal wezen volgt uit de congruentie der AA BEP en ALN: 
Bs 


4) de lijn, die de middelpunten van in- en omgeschreven 
cirkels verbindt staat loodrecht op de deellijn van Z A, 
zooals volgt uit PN = BP == AN. 


5) daar N het midden is van AP en het middelpunt van 
den 9-p. cirkel op het midden van HM ligt, zoo liggen dus 
de middelpunten van ingeschreven en 9-p. cirkel op een 
lijn loodrecht a. Deze lijn zal ook het punt van Feuerbach 
bevatten en de gemeenschappelijke raaklijn van in- en 
9-p. cirkel loopt evenwijdig met a. 


In verband met algemeene betrekkingen in den driehoek 
(waarvan een groot aantal te vinden zijn in de Relations entre 
les Eléments d'un triangle, Paris, Nony et Vuibert 1893) zijn 
er voor dezen driehoek nog vele formules neer te schrijven. 

Q. Pégorier, Bull. Math. El. XV. 1910. 


182, Goniometrische betrekking. 


Als costa J- COS*y H COStz— 1 en «,‚y,z tusschen o en z 
gelegen zijn, dan zijn van de drie grootheden sin @, sin y, 
sin z twee steeds grooter dan de derde, 

De gegeven betrekking laat zich herleiden tot 

sin? + sin?y + sin?z=2 
of tot (sin & + sin y)? — sin?z = 2 cos?z + 2 sin & sin y. 

Daar het tweede lid positief is volgt hieruit onmiddellijk 
het gestelde. 

Meetkundig is dit trouwens zeer duidelijk. Daar x,y,z 
de hoeken kunnen zijn, die een lijn met drie onderling 
loodrechte assen maakt, is er een driehoek aan te wijzen, 
waarvan sin, siny en sinz de zijden zijn. 

Q, Nanson. The Educ. Times. 1912, Question 17218. 


183. Eigenschap van een driehoek. 


De stralen van de Brocard, Lemoine en Cosinus cirkels 
zijn de zijden van een rechthoekigen driehoek, 
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Voor deze stralen heeft men de formules (zie o. m. 
MW Clelland, Geometry of the Circle). 
LRsecw V(1 — 4sin?w) 
1Rsecw 
R tang w 
waaruit de betrekking volgt. 
Q. Brown, Repr. Educ. Times. XVIII. 1910, Question 16837. 


184. Een getal bestaande uit n cijfers 1. 


In elk talstelsel zal dit getal deelbaar zijn, indien » 
deelbaar is. 
Q. Journ. Math. El. XXXV1. 1912. 


185. Als van A ABC Z A recht is, dan wordt de deellijn 
van dezen hoek 
be V/2 
be 
Q. Jes de MELK VIIIT2: 


186. Benaderde waarde voor zr. 
z=ldlV15 —V8 =3, 14098. 
Q. Visschers „Mathesis” 1912. 
187. Vooruitgang van het Metrieke stelsel. 


Te beginnen 1 September 1912 zal het gebruik van dit 
systeem voor Bosnië en Herzegowina verplicht zijn. Q. 


188. Grootte der tangenten van de hoeken. 
a XRp=0, 1, 3 Be A 10 
tg 00 =0 


tg 9 =(VBHI Wb 25) 
tg 18° =V}(5 — 215) 

tg 27° =(L5— 1) —V(5-—2 5) 
tg 36° =V(5 — 215) 

tg 45° =1 

tg 54e == L(b5 25) 

tg 630 = (KD —1) + V(5— 25) 
te 720 =V(b4-2 UD) 
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te 810 =D 41) HV (5H25) 


CEO ED 

G: Böttcher en Richter, Unterrichtsbl. für Mathem, 
u. Natwrwissensch. 1911. 

189. Het bepalen van driehoeken van Hero. 


De formule 


I= W's (s — a) (s —b) (s —c) 
voor het oppervlak van den driehoek is gevonden door 
Hero van Alexandrië. Men noemt de driehoeken, waarvan 


E C 


B 


& AFB 


cg het oppervlak en de zijden ra- 
tionaal zijn driehoeken van 
Hero. Men kan deze altijd vin- 
den, door twee driehoeken van 
Pythagoras, die een rechthoeks- 


4 zijde gelijk hebben met deze 


zijde tegen elkaar te plaatsen. 

H. Böttcher geeft in de Unterrichtsblätter für Math. u. 
Naturw. van 1911 een eenvoudig middel aan de hand zulke 
driehoeken te bepalen. | 

In nevenstaande figuur zijn EPFC en _CFQG even hooge 
rechthoeken met de rationale zijden e, f en g, f. Op de 
diagonalen PC en QC zijn de middelloodlijnen opgericht. 
Dan is A ABC een driehoek van Hero. 

Men heeft nl. (met inbegrip van het teeken) 


ACS ende 
2 2g 
e —_f" gf? 
ARS ge EBS 37 
G xn (efen) ABOE Er —_f letg). As 
i Zeg 3 Aeg 


190. Differentieering van een oneindige reeks niet altijd 


geoorloofd. 


Zij gegeven de convergeerende reeks 


f@)=a, Hayeta,n? d.. 


Har + B 1 


waarbij lim R,‚ RES e= 0 voor n= ov, dan kan men de functie 
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R, ze meetkundig voorstellen door een kromme, in den 


vorm van een sinuslijn die zeer weinig van de x-as afwijkt. 
Differentieert men, dan krijgt men 


NIE en LL EE en + na Ee : 
maar hierin stelt R, dor de richtingscoëfficient voor van 


eenig punt dier kromme, en deze kan zelfs bij zeer kleine 
R ned een zeer groote, ook wel oneindige waarde bezitten. 


G. Naar G. Lony in Unterr. bl. für Math. u. Naturw. 1911. 


191. In het South African Journal of Science April 1911, 
stelt Robert T. A. Innes voor om meer eenheid te brengen 
in de notaties in de wiskunde. 

Onze notaties zijn veel eenvoudiger dan die van een 
paar eeuwen geleden; de schr. vreest, dat gebruikelijke 
notaties, die minder logisch zijn, zullen blijven voortbestaan, 
wanneer niet spoedig verandering er in wordt gebracht. 

Zoo bijv. de onlogische notatie de 

Hij stelt o. a. voor om hoofdletters te gebruiken als 
symbolen voor bewerkingen, dus bijv. sinus door S, cosinus 


door C voor te stellen, auterentiaalguotient door D°, inte- 
graal door D Lt 


192. Construction du côté du décagone régulier. 


On porte sur la eirconférence 3 arcs AB, BO, CD valant 
chacun 60°; AC et BD se coupent en O0. De ce point 
comme centre avec OA comme rayon on trace un arc de 
cercle rencontrant CB en E; BE est le côté du décagone 
régulier inscrit. 


Nyt Tidsskrift 1911, p. 84. DR. J. ROSE. 
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Boekbespreking 


Dr. H. BREMIKER. Uber die Behandlung der Ungleichun- 
gen im Unterricht. 

Wissenschaftliche Beilage zu dem Jahresbericht des 
Königl. Wilhelms-Gymnasiums in Berlin. 1911. 

De schrijver bespreekt inidentiteiten (bijv. te bewijzen, 
dat de meetkundige gemiddelde van twee getallen kleiner 
is dan de rekenkundig gemiddelde), en ongelijkheden, 
waarvan eerst eigenschappen worden afgeleid, daarna 
toepassingen worden gegeven (met een achttal op milli- 
meterpapier geteekende figuren), terwijl dertig opgaven 
ter oplossing volgen. 


Dr. A. v. FLorow. Einleitung in die Astronomie. Mit 1 Figur. 

Leipzig, Göschen, Sammlung Schubert XV, 1911. 

Deze inleiding behandelt slechts het theoretische gedeelte 
der Astronomie. Vooreerst worden de wijzen besproken, 
waarop een richting in de ruimte bepaald wordt, en de 
verschillende gebruikelijke coördinatenstelsels. Daarna het 
meten van den tijd, en de verschillende tijdrekeningen en 
gebruikte tijden. De overgang van het eene coördinaten- 
stelsel op het andere en de dagelijksche verschijnselen bij 
de beweging der sterren worden uitvoerig besproken. 

Een hoofdstuk over de differentiaal-formules der boldrie- 
hoeksmeting, d. w. z. de formules, die door differentiëeren 
der trigonometrische formules verkregen worden is inge- 
lascht met het oog op verder gebruik. 

Aan de parallaxis is daarna een hoofdstuk gewijd, ter- 
wijl dan de beweging en de banen der hemellichamen 
worden onderzocht. 

De invloed van de lichtsnelheid, en van de breking van 
het licht op de richting, waarin men een hemellichaam 
ziet, wordt besproken, terwijl praecessie en nutatie het 
laatste hoofdstuk vormen. Eenige constanten zijn als aan- 
hang bijgevoegd, terwijl een literatuuropgaaf niet ontbreekt. 
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C. FRENZEL. Die Fundamente für eine elementare Kinlei- 
tung in die Differential- und Integralrechnung. 

Festschrift zur 50-jährigen Jubelfeier des Gymnasiums 
zu Lauenburg i. P, 30 Sept. 1910. 

De schrijver gaat uit van de eenparige beweging om te 
komen tot de snelheid bij een eenparig veranderlijke, en 
van deze laatste tot de versnelling bij een willekeurig 
veranderlijke beweging. Dit voert hem tot differentiaal- 
quotiënten, die daarna ook worden afgeleid als richtings- 
cosinus. Toepassing wordt gemaakt op den vrijen val, de 
harmonische beweging, den slinger, terwijl maxima en 
minima, en buigpunten worden besproken. 

De integraalrekening begint met de berekening van het 
oppervlak van een parabolisch segment, daarna volgt dat 
van een willekeurig oppervlak, dan wordt de integraal in 
verband gebracht met het differentiaalguotiënt. 


RUDOLPHE GUIMARAES. Les mathématiques en Portugal. 
Appendice Ll. Coïmbre Imprimerie de U’ Uniwersité 1911. 

Dit vervolg van het in den 6en jaargang, bladz. 260 ge- 
noemde werk bevat eenige nog niet opgenomen titels; 
voor en tegen betreffende de uitvinding van de nonius 
door Nunes dan wel door Vernier; opgave van in 1909 en 
1910 verschenen verhandelingen en boeken; een chronolo- 
gische en een alfabetische lijst van personen. 


M. HEINRICH. Vereinfachter Gang des Anfangsunterrichts 
in der Planimetrie, analytischen Geometrie und Trigonometrie. 

Wisschenschaftliche Beilage zum Jahresbericht des Kgl. 
Luisen-Gymnasiums zu Berlin. Ostern 1911. 

Een vereenvoudiging van het onderwijs in de genoemde 
vakken, zoekt schrijver eensdeels in vereenvoudiging in 
de formuleering van eigenschappen, anderdeels in het 
zoeken naar eenvoudiger bewijzen ; zoo noodig gepaard met 
een andere volgorde. Sommige vereenvoudigingen zijn in 
ons land reeds ingevoerd, zij het ook niet aan alle scholen. 
Voor verschillende lijnen en hoeken geeft de schrijver 
duitsehe namen in plaats van de in Duitschland gangbare, 
wat voor ons van minder belang is. 

Als nieuwe figuur voert hij den „Zweikreis” in, namelijk 
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het deel van een plat vlak ingesloten door twee elkander 
snijdende cirkels; deze dient bij de constructies van mid- 
delloodlijn, bissectrice, loodlijn uit een punt op een lijn, 
terwijl schrijver hem ook gebruikt bij het bewijs voor de 
congruentie van twee driehoeken, die de drie zijden gelijk 
hebben. Kennisname van de verhandeling loont wel de 
moeite. 


HANS HOFFMANN. Anschauen und Darstellen, das pädago- 
gische Problem unserer Tage, mit praktischen Vorschlägen für 
den ersten Unterricht. Gieszen, Emil Roth, 1911. 

De eerste beginselen van het onderwijs op de lagere 
school worden hierin besproken, om eene goeden grondslag 
te verkrijgen voor het verdere onderwijs en het geheele 
leven. Het eerste hoofdstuk geldt voor alle onderwijs, eerst 
daarna richt de schrijver zich in ’t bijzonder tot de laagste 
scholen. Hij is een groot voorstander van zelf-uitvoeren 
en oefening van het voorstellingsvermogen. De bespreking 
van het rekenen, waarvoor schrijver een eigen methode 
heeft, neemt een groote plaats in. 


Necrologie. 


Emile Lemoine (1840—1912). 

De stichter van de Nieuwere meetkunde des driehoeks en 
van de Geometrographie overleed 21 Februari jl. Met 
zijne studie: Sur quelques Propriétés d'un Point remarquable 
du Plan d'un Triangle (Ass. fr. 1878) is een nieuwe aera 
voor de planimetrie geopend. Lemoine zag zijn naam ver- 
bonden aan een punt, aan cirkels, aan een zeshoek, die 
thans in alle grootere leerboeken der vlakke meetkunde 
besproken worden. Ge 


Jacob Amsler. 

Op 89-jarigen leeftijd stierf te Schaffhausen de Zwitser- 
sche wiskundige, wiens planimeter (het eerste instrument 
van dien aard) in 1854 zooveel opgang maakte, en waarvoor 
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Amsler in 1892 tot correspondeerend lid van de Académie 
des Sciences te Parijs werd benoemd. 

O.m. vindt men dezen planimeter uitvoerig behandeld 
in de Annales des Points et Chaussées. T XVI. 1868. Q. 


Juan J. Duran Loriga. 

Uit Spanje meldt men het overlijden van een zijner 
weinige wiskundigen, wiens naam ook ten noorden der 
Pyreneën bekend is, Duran Loriga. Op het gebied der 
elementaire wiskunde is zijn meest bekend artikel een 
studie „Sobre los eireulos radicales”, dat in El progeso 
matematico 1895 verscheen en alom overgenomen werd 
(zie b.v. Mathesis 1896 bl. 105). 

Onder machtceirkel verstond hij dan de m. p. der punten, 
waarvoor de som der machten, ten opzichte van twee cirkels 
nulsis.. GH 


fraag en Antwoord. 


Antwoord op vraag 40, bladz. 71, Tden jaargang. Verdeeling 
van den cirkelomtrek in gelijke deelen naar de Mascheronische 
methode. Verdeel eerst den omtrek in 6 gelijke deelen 
door de punten A, B, C, D, E en F. Beschrijf uit A en D 

als middelpunten met rl3 
tot straal cirkels. Snijden deze 
elkander in G, dan is GM=r 2 
— Dar Beschrijke uit Ge als 
middelpunt met # tot straal 
D een cirkel, die den gegeven 
cirkel snijdt in N, dan is boog 
NH =45°. Beschrijf ten slotte 
uit B en F als middelpunten 
met 7/2 tot straal cirkels, 
die elkaar snijden in L, dan 
ee is ML =4r(5—1) en bijge- 

volg LH =4r (10 —2 5). 

’s Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS, 


Es 
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Bovenstaand antwoord was reeds ingezonden doch door 
bijzondere omstandigheden niet geplaatst vóór de vermel- 
ding van de nieuwe uitgave van Mascheroni's La géométrie 
del Compasso op bladz. 50. 

Er bestaan daarvan ook een fransche en een duitsche 
vertaling: A. M. Carette, Géométrie du Compas, Paris 1798. 

E. Hurr, Die Mascheronische Konstruktionen, Halle, 1880. 

RED. 


Vijfde Antwoord op Vraag 46, jg. VII, bladz. 79 en 172. 
5. TODHUNTER and LEATHEM. Spherical Trigonometry, 
London 1911. 


Antwoord op vraag 60, bladz. 174, Akte Kv. 1900. Differen- 
tiaalrekening no. 1. 
Tot welke waarde nadert de breuk 
tg ax — ax 
tg be — bx 
als men @ tot nul laat naderen ? 
Het theorema van L’Hospital is hier toepasselijk en geeft 
a 
lim tear —ar lim costa * a lim tg? aa 
L=Ôte brb TÔ b 7 —_be=Ôtg br" 
COS be 
Eene nieuwe toepassing toont dat 
lim. tear lim: acos® be Salim SA 
v=Otebe L=0 beostar bb’ T=Otg’ br _ b7 


3 
Men ziet dus dat de gezochte waarde En iS. 
Ostende (België). R. GOORMAGHTIGH. 
Utrecht. DR. J. VREESWIJK. 


Antwoord op vraag 61, bladz. 174, Akte Kv. 1900. Analy- 
tische Meetkunde no. 3. 
In welke punten der hyperbolische paraboloïde 
DARE UNS 


zijn de beide hoofdkromtestralen gelijk, doch tegengesteld in teeken ? 
Als R,‚ en R,‚ de hoofdkromtestralen voorstellen, moet 
men hebben, 
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2 tE 2 
EN EEn ed) Hr) 
; fi tand ra OE 
waarin 
de C4 dee 
B dear dy bb” 
VAREN d?z dz c 


De betrekking (1) gaat dus over in 
(at +? ©?) b2 —= (b* Hc? y°) a? 
of 


7] b2À 


grat) A (atb) 


De gezochte punten behooren dus ook tot den hyper- 
__bolischen cilinder door (2) voorgesteld. Gaat men over 
tot homogene coördinaten, dan ziet men aanstonds, dat de 
cilinder (2) en de gegeven paraboloïde eene gemeenschap- 
pelijke kromme in ’t oneindige hebben. Zij zullen dus 
elkander nog snijden volgens eene tweede vlakke kromme. 
Stelt men in de vergelijking van de paraboloïde z=h, 
zoo ziet men gemakkelijk in dat men, om aan (2) te voldoen, 


9 9 
sa °° 


moet nemen 0 9 
C 


Deze tweede kromme is dus de hyperbool, die de door- 


snede is van de parabolotde met het vlak ede En 
Ostende (België). R. GOORMAGHTIGH. 
Rotterdam. K. SCHOUTEN. 
Utrecht. DR. J. VREESWIJK. 


Vraag 62. Hoe groot is de prijs, die voor den oplosser 
van het groote vraagstuk van Fermat uitgeloofd is ? 
aptstes Da Hé 


Antwoord op vraag 62. De wiskundige Dr. P. Wolfskehl, 
die in 1907 overleed, loofde voor de oplossing 100000 RM. 
uit. In 2007 vervalt het kapitaal weder aan de erfgena- 
men van Dr. W. Jammer echter voor ’s mans achterneven 
moet de rente van het kapitaal gebruikt worden voor de 
bevordering der wiskundige wetenschappen. Hiervan werd 
reeds een prijs toegekend aan WIEFERICH, die belangrijke 
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onderzoekingen deed over de vergelijking van Fermat. 
In 1909 hield op kosten van het fonds Poincaré uit Parijs 
lezingen te Göttigen, in 1910 deed zulks Lorentz uit Leiden. 
Ver over de duizend gedrukte verhandelingen (anderen 
worden niet aangenomen) heeft de Göttinger Gesellschaft 


der Wissenschaften reeds ontvangen; sommige inzenders 


dreigen reeds met een proces, als de uitbetaling niet spoe- 
dig plaats heeft. Het Archiv der Mathematik und Physik 
heeft een afzonderlijke rubriek ingericht voor het onder- 
zoek der bewijzen, meer dan honderd inzendingen zijn 
daar reeds afgemaakt. 

Sommige dezer bewijzen waren trouwens ook van een 
weergalooze naïviteit. Zoo kwam een jong liefhebber der 
wiskunde met het volgende: 

Men weet, dat a? + b? =c? waar kan zijn. Ware zulks 


ook a +b*—=c", dan moest n—=2 wezen, wat het geval 
niet behoeft te zijn. Dus... 

Voor liefhebbers zij opgemerkt dat KUMMER voor een 
groote groep getallen, de onmogelijkheid bewezen heeft. 
Onder 100 vallen buiten deze groep de getallen 37, 59 en 67. 

Eijk 

Vraag 65. Gevraagd de oplossing van opgave akte Kv. 
1900. Differentiaalrekening no. 2. 

Waarin gaat de uitdrukking 


over, als men y tot onafhankelijk veranderlijke neemt ? 


Utrecht. Dr. Jon. A. VREESWIJK. 


Vraag 64. Gevraagd de oplossing van opgave akte Kv. 
1901. Analytische Meetkunde, No. 2. 
Gegeven is op een rechthoekig stelsel de ellipsoïde 
L— a)? 2 z2 
a? / ttl 
De vergelijking te bepalen der conoïde, die de Z-as tot 
richtlijn heeft en de ellipsoïde omhult. 
Utrecht. Dr, Jom. A. VREESWIJK. 


E mn 


: 
en nn de rin on dn RL Sne en oomdat de re re 
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Gorrespondentie. 


Rectificatie. Bladz. 170, regel 12 van boven is een eigen- 
aardige fout gemaakt, waardoor het beloop der berekening 
een andere wordt; op de quintessence van de zaak heeft 
dit echter weinig invloed. K. 


Verbetering. De hr. J. N. VISSCHERS te ’s Hertogenbosch 
merkt op, dat op bladz. 115, regel 14 v. o. een factor 4 
weggevallen is. De formule moet zijn: 

cos ad = cot } (90° — £ O) cotg (180° — B). 

Daardoor wordt C=36° i. p. van 60° en verandert ook 

a. Évenzoo ondergaat het tweede voorbeeld een verandering. 


Q. 
Nieuw verschenen werken,’ 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgaven van P. Noordhoff, Groningen. 

W. H. WISSELINK. Meetkundig Rekenboek. Tweede 
stukje (Lichamen). A. Theorie, 2e verbeterde druk, 1912, 
f 0,25. 

Ne Se Kern van de Meetkunde, Ye, herziene druk, met 
102 figuren, 1911, f 0 50. 

—_—_—__—_— Vraagstukken ter oefening in de Algebra. le 
stukje, 17e verbeterde druk, 1911, f 0,50. 2e stukje, 
11e druk, 1912, f 0,50. 

Vragen en Oefeningen over de theorie der 
Rekenkunde, 6e druk, 1911, f 0,60. 

— Kern van de theorie der Rekenkunde, le stukje, 
Te druk, 1912, f 0,50. 2e stukje, 3e vermeerderde druk, 
1911, £ 0,50. 

Vraagstukken ter oefening in de meetkunde 
(voor eerstbeginnenden) 2e stukje, 10e druk, 1911, f 0,50. 

Natuurkundige Vraagstukken, 9e, verbeterde 

druk, 1912, f 0,40. 


*) Van hollandsche schoolkoeken wordt geen recensie gegeven, 
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E. J. REINDERS. De Ambachtsjongen. Opgaven voor leer- 
lingen van ambachtsscholen, gemeente-avondscholen, her- 
halingsscholen en voor zelfoefening, 4e, vermeerderde 
druk, met 93 figuren, 1911, f 0,35. 

L. v. ZANTEN JzN. en G. A. SCHOLTEN. Leerboek der 
meetkunde, ten gebruike bij het onderwijs voor ambachts- 
lieden, bevattende 425 opgaven, meest aan de bouw- 
ambachten ontleend, 9e, herziene druk met ruim 80 
figuren, 1912, f 0,15. 

R. BOOSMAN en A. BRANDS. Cijferoefeningen in aan- 
sluiting bij „Nieuwe Rekenschool”. Tweede stukje (Vierde 
leerjaar). Tweede druk, 1912, f 0,20. 

P. WIJDENES. Vraagstukken over hoogere algebra en 
rekenkunde, 1912, f 2,50. 

F. J. VAES, Lijnteekenen. (Teekeninstrumenten. Con- 
structies. Kromme lijnen. Teekenvoorbeelden.) 1912, 


Uitgave van J. B. Wolters, Groningen. 
W.REINDERSMA, Nieuw Leerboek der Vlakke Meetkunde. 
Deel 1 (Inleidende Cursus). Met zwarte en gekieurde 
figuren. 1912. Ing. f 0,90. In linnen f 1,10, 


Uitgaven van Joh. Ykema, den Haag. 

H. VERHAGEN en G. SCHUTTE. Rekenboek voor Kweek- 
en Normaalscholen, H. B. S. en M. U. L, 0. scholen, Derde 
stukje met antwoorden, 1911, f0,35. Vierde stukje met 
antwoorden, 1911, f 0,35. 


Uitgave van W. KE. J. Tjeenk Willink, Zwolle. 
Dr. JOH. A. VREESWIJK. Werktuigkunde ten gebruike 
bij het middelbaar onderwijs. 1912. f 2,00. 


Uitgaven van H. D. Tjeenk Willink, Haarlem. 

L. BOUMAN Jz. Practisch Rekenboek voor het uitgebreid 
lager en middelbaar onderwijs. Tweede stukje, 3e druk, 
1912. Derde stukje, 3e druk, 1912, 

De beginselen der algebra. Theorie en Oefe- 
ningen. Tweede deel, derde druk, 1912. 


Ook ontving de redactie de dissertatie van Mejuffrouw 
J. REUDLER, den Haag: „Over de zwarte straling in 
ruimten van verschillenden vorm”. 
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OPLOSSINGEN 
RERAAGDTUKK EN 


van af No. 173. 


1738. Uit de verschijnselen der licht-interferentie en ook uit 
die der licht-buiging wordt een golflengte bepaald ; welke methode 
is het nauwkeurigst ? Drebi Ue H.C. WERNDLY. 


Opgelost door Dr. WERNDLY. 


Oplossing van Dr. WERNDLY. 


Interferentie: A en B zijn twee lichtbeelden, die op een 
scherm het interferentiebeeld pPp geven, en wel is P 
helder, pp donker, enz. Denken we ons de twee loodrecht 
op elkander staande lijnen AB en PM een weinig gedraaid 
om M, zóódat P in p, A in a, B in b komt, dan mogen wij, 
wegens de uiterst geringe daarvoor noodige draaiing, aan- 
nemen, dat a op AP en dat bop BP ligt. (Men bedenke, 
dat MP zeer groot is, vergeleken bij AB, zoodat AP en 
BP zoo goed als evenwijdig loopen). 


A 6 Nu is: pÄ=paJaÂ 
4 | pB —= pb —bB 
Bovendien pa pb en aA =bB, 
dus ook: pA —pB =2aÂ. 


Maar, daar p donker is, is 
pA—pB=5, zoodat aÂ == 
Verder blijkt uit de figuur: 
ASP AMSMEStS APM =S tg 
(daar a« zéér klein is). 
En ten slotte: aÂ:Pp=ta 
en dus ook A=f£a (als 2 den afstand pp 
voorstelt). 
Buiging : AB is een zeer kleine opening, waardoor bij P 


(op grooten afstand, vergeleken bij de grootte der opening) 
Oplossingen van Vraagstukken W. T. 8e Jg. 1 


nl 5 


% 


5 
Dt 


P Pp 
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een buigingsbeeld ontstaat, en wel ligt bij Q de eerste 
donkere streep, zoodat wij hebben : 
AQ —BQ ==. 

Laat men nu uit B een loodlijn BC op AQ, neer, dan is 
tennaastenbij CQ =BQ en dus AC=À, en wij hebben 
(met AB ==): 
sin/ ABC =sina=—=aA: 8 of A=fisina en dus ook A= Ga. 

Kritiek der beide methoden: in beide gevallen moet een 
lengte 2 en een hoek « gemeten worden, en A is als een 


A B functie van deze twee onafhankelijk veran- 
cre derlijken te beschouwen. De fout dà in de 
uitkomst zal dus bestaan uit twee gedeelten : 
Den in: „laat [5 „| ax 
Uit A= Ba volgt derhalve: 
dA=a.de + 2.de 
of, « elimineerende, 
RENE EEEN 
Een praktisch voorbeeld om het verschil 
PQ der methoden te laten zien: 


Interferentie : 
B =mM; A —0,00067 mM. 
dA = 2 [3d + 500 de] 
De lengte @ moet in het 
interferentiebeeld langs een 
maatstok onder loupe-ver- 


Bwiging : 
B= sto mM: A= 0,00067 mM. 
dA —= [680 df + 2de]. 
Hier is d£@ praktisch nul, 
omdat, vooral als wij van een 
rooster gebruik maken, de 


constante daarvan uiterst 

nauwkeurig bekend, of onder 

den microscoop te meten is. 
Dus dA—=2A,da. 


grooting gemeten en afgele- 
zen worden, zoodat d2 een 
niet te verwaarloozen groot- 
heid is. 

dA =A[3dB + 500 da] 

Uit dit voorbeeld blijkt duidelijk, dat de buiging een 
veel nauwkeuriger resultaat oplevert, en daar komt nog 
bij, dat men bij de buigingsmethode gemakkelijk ook eenige 
zijdelingsche spectra mee kan nemen, waardoor men te 
beschikken krijgt over even zooveel, van elkander onaf han- 
kelijke, bepalingen van «. Bij de buiging is dus niet alleen 
de coëfficiënt van da zooveel kleiner dan bij de interferentie, 
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maar ook is de waarde van da zelf bij de buiging nog 
eenige malen kleiner dan bij de interfentie-methode, die 
dan ten slotte nog een groote d@-fout heeft bovendien. 


174. Gevraagd de kromme, die bij rotatie om de x-as een 
oppervlak geeft, dat twee media scheidende, vrij is van aberratie 
voor één paar geconjugeerde punten, op de vas gelegen (in 
elk medium één). Dre De Dier GS WERNDLY: 


Opgelost door DR. WERNDLY. 


Oplossing van DR. WERNDLY. 


Neem de lijn, door de beide gegeven punten gaande, 
aan als x-as, en laat de y-as den afstand der twee punten 
loodrecht. middendoor deelen, zoodat hun coördinaten zijn : 
—c0o en + c,o. Elk punt #, y der nog onbekende kromme 
moet voldoen aan de voorwaarde: 

ma + 0? Hy] ne — 0)? Hy] =k, 
waarin m de index is van ’t medium, doorloopen van af 
de lichtbron tot aan ’t oppervlak, n de index is van ’t medium, 
doorloopen van af 't oppervlak tot aan het beeld, k een 
constante is, zijnde de optische lengte van den lichtstraal. 

Bovenstaande vergelijking is die van de meetkundige plaats 
van het punt ©, y‚, en voldoet aan de gestelde vraag in het 
geval van twee media, dus bij de breking; het blijkt een 
vlakke kromme van den vierden graad te zijn, en wel de 
ovalen van Descartes, voor de praktijk van geen belang, 
daar men het oppervlak nog niet slijpen kan, dat ontstaat 
door de rotatie van die ovalen om de «-as. 

In het bijzonder geval echter, dat k nul is, gaat de 
kromme over in: 

mv el? Hy] — ne — €)? + 4?) 
d. w. z. de optische lengte is in beide media gelijk (en 
tegengesteld van teeken, omdat zij gemeten wordt van af 
de grens der media). In dit geval wordt de meetkundige 
plaats een cirkel, en de rotatie van deze kromme om de 
x-as levert als oppervlak, vrij van aberratie voor de ge- 
geven punten, een bol, die de x-as snijdt in het punt 


n PET. M .. . 
Lo =C —_— , zoOoals blijkt, als men in bovenstaande ver- 
mM 


gelijking y=o stelt. 


} 


Het sphaerisch oppervlak verdeelt derhalve den afstand 
tusschen de beide gegeven punten in twee stukken, ter 
2en 2 cm 
nm is nm’ 

Gaan wij nu over tot het geval der spiegeling, dan moet - 
in de vergelijking van de aplanatische ovalen gesubsti- 
tueerd worden: 


lengte 


n=—m 
k 
en wij vinden, na — door 2a vervangen te hebben: 


Vv [a + c)° Hyla) + y°]=?2a 


of, na tweemaal En en herleiden 
an lS 


Afhankelijk van de waarden van c en van a = Ee kun- 


nen zich nu verschillende gevallen voordoen; om die 
te overzien, verplaatsen wij den oorsprong langs de x-as 
zóó, dat het tweede lid der vergelijking nul wordt. Ver- 
vang dus #@ door #, — a, dan komt er na herleiding 
a —c? dj 5 a —c? 

en 


Stel nu ten slotte a? — c? — ap, dan vinden wij 


Den: 


y =èx, 


9 


yr =2pr,— 5 %j° 


p 


le. De vergelijking stelt voor ce =o, dus voor DE 1, een 


cirkel voor, en de gegeven punten vallen in ’t middelpunt 
daarvan samen. 

2e. De vergelijking stelt voor c {< a, dus voor p posi- 
tief, een ellips voor met de gegeven punten tot brandpunten. 

se. De vergelijking stelt voor c > a, dus voor p negatief, 
een hyperbool voor met de gegeven punten tot brand- 
punten, en 

4e. De vergelijking stelt voor e=a, dus voor p =o, de 
x-as voor, doch, indien c=a=o% is, wordt p= @— ow, 


dat is onbepaald, en 7 == 0, zoodat wij vinden 


y= pe, 
een parabool met onbepaalden parameter en een der ge- 
geven punten tot brandpunt. 


D 


De rotatie om de x-as geeft dus als aberratie-vrije opper- 
vlakken voor één stel geconjugeerde punten, op de x-as 
gelegen, in het geval van reflexie: één bol, één rotatie-el- 
lipsoïde,één rotatie-hyperboloïde en alle rotatie-paraboloïden. 


175. Een sphaerisch brekend oppervlak scheidt twee media 
met brekingsindices m en n; bepaal de plaats der aplanatische 
punten op de hoofd-as. DR name Gn WERNDIY: 


Opgelost door DR. WERNDLY. 
Oplossing van DR. WERNDLY. 


Wij moeten de plaats zoeken van een geconjugeerd. 
puntenpaar, (in elk medium één), dat, niettegenstaande 
de lichtbundel wijd geopend is, toch bij de sphaerische 
refractie vrij van aberratie is. Stel, dat L en L/ zulk een 
stel punten is; A is een willekeurig punt van ’t bolopper- 
vlak, en de figuur is een vlak, gaande door die drie punten. 
Verder is M het middelpunt, LS=-—s, L/S=—s’, en 
MS =r. LAL/ is een lichtstraal door het punt A, invallende 
onder Za, met / 2 als brekingshoek en Zp als opening. 

Volgens den sinusregel: 

r 
(rr —s) sing 
(r—s)sinp 

Bovendien m sin a=—=n sin £ of n? cot? a - m? cot? BL=m?—n?, 

Men elimineert uit dit stel vergelijkingen zeer gemakke- 
lijk cot « en cot 6, en vindt dan: 

nr | 2 Í mr | 3 
| |» cotp _(r s9sinel Ee 
—=m? — n° 


P:(r—s)=sin(a —p):sina of cota == cot p — 


Pers) sin (B — Pp): sin Lof cot 2 —= cot p — 


of: 


ihm S MENG n° me? 
( ) ll ee) — 2r cos el Den a mnd 
nk peis (EA 


Uit deze vergelijking moeten de onbekenden s en s’ 
bepaald worden, geldig voor elke waarde van w. Zij 
moeten dus nog aan een tweede voorwaarde voldoen, nl. 
aan de voorwaarde, dat de coëfficiënt van cos © nul is. 
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Wij hebben dus ter bepaling van s en s/ de beide 
vergelijkingen : 


td OE en —= mn; == 5 
rs rs’ rs 1—8 


waaruit volgt: 


PR zl Ds Mm 
—8= A0 es fien en ts. Tal Lek pre 


Es 
N, 


Uit de bekende wetten der sphaerische breking blijkt, 
dat in ons geval s en s’ grooter dan de straal moeten zijn, 
zoodat alleen het bovenste teeken voldoet: 


SZ er en) en Let k 


Daar alle lengten gemeten worden van af de grens der 
beide media, en wel positief in den zin der lichtbeweging, 
heeft het stuk LS een negatief voorteeken. Wordt nu het 
sphaerisch oppervlak met de concave zijde naar L ge- 
keerd, dan hebben wij aan de gevonden uitkomst niets 
dan het teeken van r te veranderen. 


Opmerking: In de meeste leerboeken der Optiek (Wüll- 
ner, Drude, v. Helmholtz, Müller-Pouillet, enz.) vindt men 
deze laatste twee vraagstukken gedeeltelijk opgelost; de 
wiskundige analyse ervan en de afleiding van bijzondere 
gevallen uit het algemeene geval zoekt men echter in den 
regel te vergeefs. 


Opmerking van DR. J. GEEST, Gouda. 


Vraagstuk 174. De oplossing hiervan vindt men in 
Drude, Lehrbuch der Optik p. 12. De gezochte kromme 
is een zoogenaamde ovaal van Cartesius, waarvan de 
vergelijking in bipolaire coördinaten luidt 
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nr 4 n/ 1’ = const, 

waarin r en #/ de voerstralen, gerekend tot de twee 
geconjugeerde punten als polen, en 2 en n/ de brekings- 
indices der beide middenstoffen zijn. 

Vraagstuk 175. De oplossing hiervan vindt men in 
Drude, Lehrbuch der Optik p. 32. 

Op elke door ’t middelpunt van een bol (straal R) gaande 
rechte lijn ligt een aplanatisch puntenpaar op afstanden 


B R resp. ze R van het middelpunt verwijderd. 


176. De ellipsen, welke tot middelpunt, asrichtingen en assen 
respectievelijk hebben het middelpunt, de asrichtingen en de 
coördinaten van een willekeurig punt eener gegeven ellips, hebben 
tot enveloppe de ruit, welke de uiteinden van de assen der ge- 
geven ellips tot hoekpunten heeft. HA CEDEES 


Opgelost door F. T. A. CEDER, C. A. CIKOT (3 opl), 
J. GROOTEN, J. W.N. LE Heux, W.H. SCHMELLING. 


Oplossing van F. T, A. CEDEE en C. A. CIKOT. 

Zij de vergelijking der gegeven ellips zele NE 
coördinaten van een willekeurig punt dier ellips (p, 9), 
dan is de vergelijking der bijbehoorende in le De 
poollijn van een punt (a&,£) ten opzichte van de laatste 


heeft tot vergelijking 5 J- 5 —=l. Opdat deze samenvalle 


ene ete De de 
met een der lijnen sE SEE Ì, moet a =S en enk 
Daar aan deze voorwaarden ingevolge de onderstelling is 


voldaan, ligt het punt («‚, £) op de ellips, en raken de 


lijnen raare, = l steeds aan de veranderlijke ellips, 


waardoor het gestelde bewezen is. 


Tweede oplossing van C. A. CIKOT. 


Zijn de coördinaten van een willekeurig punt der oor- 
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spronkelijke ellips 7 en s, dan is de vergelijking van de 
nieuwe, bij bedoeld punt behoorende ellips: 


Pie 
(Est aren 
terwijl men ook heeft : mT 1. 

Lost men uit de laatste vergelijking s op, en substitueert 
men de gevonden waarde in de eerste, dan vindt men 
een anderen vorm voor de ien der tweede ellips, nl.: 

no , ay? 
ra | b2(at—r?) 
Zoekt men de snijpunten van die ellips met een van de 


zijden der bedoelde ruit, b.v. ‘met * +4 —=1, dan vindt 
dAD 


men twee samenvallende snijpunten, hetgeen bewijst dat 
er raking plaats heeft. 


Opmerking. Deze eigenschap gaat, mutatis mutandis, 
ook door voor een stel toegevoegde middellijnen ; dit blijkt 
o.a. door projecteering. 


Oplossing van J. W. N. Le HEUX. 
Zij de gegeven ellips #=acosv, y=bsinw, en een der 
dE St 
a? Cos° 2sin° p 
Uit (I) verkrijgt men door Een naar @: 
x° sine _ y° COSP 


andere ellipsen 


Ed B EN Ea len a 
a? cos° 2 sin°p’ OEE Be B Le 
p geëlimineerd tusschen (I) En (II) En 
x° ay ay 
ve a? A ay br 


waaruit na herleiding volgt: 
a? b? =(ay + bz)? 


+ab=t(ay + be), of PAS tl 


b 
Oplossing van DR. J. ROSE. 
Zij ay*-b a? — ab =0 (1) 


de vergelijking van de gegeven ellips en 
yy y= (2) 
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die eener veranderlijke ellips. De laatste vergelijking kan 
ingevolge D geschreven worden : 
b? @,* —@,° [b? (a? + #2) —a? y?] Ha? be 2 =0. 
„ Hieruit volgt: 
20° #, = (a? H-22)b? —a? y? 
en de gezochte enveloppe is dus 
Aa® bt o° —[(a? 4?) b? —a? y?]? =0 
of 
[b (ata) + ay] [b (atas) — ay] [ay—b (a—ai[ay4b (a—xr)| = 0, 
dat wil zeggen de zijden van de ruit, welke de uiteinden 
van de assen der gegeven ellips tot hoekpunten heeft. 


Oplossing van W. H. SCHMELLING. 


Zij het willekeurig punt P der ellips 
OE Keen 1 5 
zet pr == acosa/bsina, 


£ - x Je En 
dan is de bedoelde ellips CORPS TRE 
…. . JY zet, o N 
De raaklijn is VEEN RA e EP RIE 1. Om aan het ge 


stelde te voldoen moet deze vergelijking identiek zijn met 
ed. 
de 20 


DEAN Oor A GOS" arj — teh sinta, De ellipsen 
raken dus allen aan de ruit, welke de uiteinden van de 
assen der gegeven ellips tot hoekpunten heeft. Uit het 
bovenstaande volgt tevens een eenvoudige constructie der 
raakpunten. 


177. De ellipsoïden welke tot middelpunt, asrichtingen en 
assen respectievelijk hebben het middelpunt, de asrichtingen en 
de coördinaten van een willekeurig punt eener gegeven ellipsoïde, 
hebben tot enveloppe de zijvlakken van het octaëder, dat de 
witeinden van de assen der gegeven ellipsoïde tot hoekpunten heeft. 

FF, T. A. CEDEE, 


Opgelost door F. T. A. CEDEE, C. A. CIKOT, 
J. GROOTEN, J. W. N. Le HEUX. 
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Oplossing van F. T. A. CEDEE. 


Zij de vergelijking der Kee ellipsoïde 


en (p‚ q, r) een willekeurig punt dier ellipsoïde, dan is de 
vergelijking der bijbehoorende 


L2 JE 
RU Z=l 
Het poolvlak van een punt («‚, £, 7) heeft tot vergelijking 


de 


ee ze hes samenvalle met een der vlakken 
aad PE en ZT 
TE ee de in ON 
ei wi GR waarden voor «, y en z in de ver- 
gelijking der ellipsoïde, dan wordt zij 
Jin LE q° Te r2 IE 1 
a? 2 c? 8 
Daar aan deze voorwaarde weder is voldaan, ligt («, @, 7) 
op de ellipsoïde, en raakt deze steeds aan de vlakken 


En 


Oplossingen van J. W. N. LE HEUX. 


Zij de gegeven ellipsoïde & = a cos 4 cosp, y =b cos A sin p, 
z=esing, en een der andere ellipsoïden 
EEn qe 
a? cos? 9 cos? p JK b? cos? 6sin® p zn c° sin? 4 
Beschouwen we eerst 4 als constant, © als veranderlijk, 
dan geeft differentiatie naar wv hetzelfde resultaat als in 


z2 


het vorige vraagstuk, nl. tg p= + ze 


Eliminatie van @ leidt tot: 


(+ Ae E) os en En een la) 


Beschouwen we thans ook 6 als veranderlijk, dan geeft 
differentiatie naar 6, na eenige herleiding : 
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Er abz 
tg? 4 DE ee (LI) 
9 geëlimineerd tusschen (LI) en (II) geeft: 


ea eee) 
5 (e a a LAAN Cafe abzteclaytbe) Ce 
waaruit na herleiding volet: 


Za(te)=tl 
c Or 


Oplossing van DR. J. ROSE. 
De veranderlijke ellipsoïden zijn 


xc? y° Are 
ie Ree (Ì 
met de voorwaarde 
“ L 2 2 E 2 f 
ee) 
Uit (1) en (2) vindt men: 
1 er LR din BAE 
a Te? TOENE PE | 2,3 DEN 
UNE TOREN Sd 
bet et a, © REN FT 
waaruit volgt: 
c° z2 b? n° 
Ein Ed ) Vn 0“, 


L2 


of wel 


en dergelijke waarden voor y‚? en z,°. De gezochte 
enveloppe is dus: 
MEE 
AEOS 
Deze vergelijking stelt de zijvlakken voor van het 
achtvlak, dat de uiteinden van de assen der gegeven 
ellipsoïde tot hoekpunten heeft. 


178. De maximum ellipsoïde, welke kan worden voorgesteld 


Tv y z° snee 2 
door ze a Er J pe — 1, en die raakt aan Ci J- : | AT 


( 


12 


heeft tot raakpunt het zwaartepunt van den driehoek door de 


snijpunten van de assen en het vlak bepaald. | 
F. T., A. CEDEE. 


Opgelost door F. T. A. CEDEE, C. A. CIKOT, 
J. GROOTEN, J. W. N. LE HEUX. 


Oplossing van F. T. A. CEDEE en C. A. CIKOT. 


Zooals bij de oplossing van het voorgaande vraagstuk 
bleek, Len de assen van alle ellipsoïden van den vorm 
DD Ì je Er Sk welke raken aan het vlak — PE ET hd | 
aan de en en at =l. De en ie ellip- 


soïde is tegelijk maximum met de funectiën abe, a? b° ec? en 
a: b? c? 


Dg In verband met het constant zijn der som 
San 7 Ean heeft de ellipsoïde haar Sr inhoud 
voor het geval Lo ig Een ed 

pi Ale 


Eveneens in het voorgaande vraagstuk vonden wij voor 


de coördinaten van het raakpunt « = Fe B == Dn en y= = ) 
of in verband met het voorafgaande «a =5 eaten 


waaruit blijkt, dat het raakpunt an van den ge- 
noemden driehoek is. 

Opmerkingen. 1e. De vergelijkingen bij de oplossing der 
voorgaande drie vraagstukken gebruikt, eischen niet de 
aanname van een rechthoekig stelsel. De verkregen uit- 
komsten zijn dus algemeen, zoo slechts drie verwante 
richtingen tot assen worden genomen. Erie 

2e. De middellijn van de ellipsoïde die door het raak- 
punt gaat is, als de ellipsoïde op haar assen genomen wordt, 
een van de gelijke toegevoegde middellijnen. C.A. C. 


Oplossing van J. W. N. LE HEUX. 
Een raakvlak aan de ellipsoïde kan worden voorgesteld 
ae + re zel 


door 


18 


In verband met den gegeven vorm van het raakvlak 
volgt hieruit voor de coördinaten van het raakpunt 
1 p ’ 1 q ’ 1 r > 


Tevens bestaat de betrekking : 


a?  b? c? 
5 5 OR as 1 . . . . . . . Ï 


Gezocht moet worden voor welke waarden van a,b en 
c een maximum ellipsoïde onder de gegeven voorwaarden 
bestaat. De uitdrukking #7zabc is max. als abc == 
== abf(a.b) max. is. Voorwaarden hiervoor zijn 


Er =de J- abd =0 en Grmactabd =0 ede (Ll) 
D df df 
e waarden van zoenen vindt men door (1) resp. naar 
a en b te Ren Dit geeft 
2e de en den dem TS Art 
ed eee daTt da cp? 


Mi LE Le DO Eren 0E 
q? Een Ee ae dh» dh cq? 
De voorwaarden (II) worden dus: 


2 2m 2 
Aen of a? —= EL en 


ac — TAN z=0, of b?= Sl 
cn r 


Hieruit volgt in verband met (I) 


C2=tr? 
DTe 
4 30 
b2=ig? 


De coördinaten van het BARDUnt zijn dus 
v,=EP, Yb A=. 


179. In een zeker viervlak gaan de vier hoogtelijnen door één 
punt ; wanneer nu de lijnen, welke dat punt met de vier hoekpunten 
verbinden, in richting en in grootte krachten voorstellen, gaat de 
resultante door het middelpunt van den omgeschreven bol. Bewijs 
dit, en bepaal de grootte van de resultante. C. A. Crkor. 


Opgelost door C. A. Cikor, W. FP. GISOLF (2 opl.) 
J. W. N. LE Heux, W. H. SCHMELLING, A. VEGA. 
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Bewijs van C. A. CIKOT.. 


Als bekend wordt aangenomen het planimetrisch anolo- 
gon : Wanneer in een driehoek de stukken der hoogtelijnen, 
begrepen tusschen het hoogtepunt en de hoekpunten, in 
richting en grootte krachten voorstellen, gaat hun resul- 
tante door het middelpunt van den omgeschreven cirkel; 
haar grootte wordt voorgesteld door tweemaal de lijn 
welke het hoogtepunt met dat middelpunt verbindt. Houdt 
men nu in het oog dat de projecties van lichaamsmiddel- 
punt en lichaamshoogtepunt op de zijvlakken daarin ook 
middelpunt en hoogtepunt zijn, dan geraakt men onmiddel- 
lijk tot de oplossing. 


Bewijs van W. F. GISOLF. 


Men kan het aangrijpingspunt der krachten verschuiven 
(ter wijl zij door de hoekpunten blijven gaan) langs de bedoelde 
lijn, mits men in de hoekpunten krachten aanbrengt gelijk 
aan en tegengesteld gericht met het verschoven stuk. Nu 
ligt het zwaartepunt van het viervlak op de lijn van hoogte- 
punt en middelpunt, en deelt den afstand daarvan midden- 
door. Verschuift men nu de krachten tot aan dit zwaar- 
tepunt, dan houden de krachten naar de hoekpunten 
elkander in evenwicht, en de resultante der vier krachten in 
de hoekpunten is een kracht door het zwaartepunt gericht 
langs de meer genoemde lijn, en gelijk aan 4 X den af- 
stand van zwaartepunt en hoogtepunt, of 2 X den afstand 
van hoogtepunt en middelpunt. 


180, Bepaal de meetkundige plaats van de toppen der tweede: 
graads-kegels, die een gegeven cirkel bevatten, en wier anti-parallele 
cirkelsneden evenwijdig met een gegeven vlak zijn. C.A. Cikor. 


Opgelost door C. A. CiKoT, H. v. DINTER, J. W. N. LE 
HeEux, DR. J. ROSE, A. VEGA. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


De middelpunten van alle cirkeldoorsneden liggen met 
den top van den tweedegraads-kegel in één vlak loodrecht 
op de richtingen van de twee cirkeldoorsneden; dat vlak 
is derhalve door de gegevens bepaald. Zij de doorsnede 


15 


van dat vlak met dat van den gegeven cirkel AB, en T 
een van de bedoelde toppen, dan ontstaat in het vlak een 
A TAB, waarin het verschil van de hoeken A en B ge- 
lijk is aan den hoek tusschen de cirkel-doorsneden; de 
gezochte meetk. pl. is derhalve dezelfde als die van de 
toppen van driehoeken, die eenzelfde basis hebben en 
constant verschil van de basishoeken, m. a. w. een ge- 
lijkzijdige hyperbool. 


181. Zn iederen scherphoekigen driehoek kan een ellips 
worden beschreven, die tot brandpunten heeft het middelpunt 
van den omgeschreven cirkel en het hoogtepunt; bereken de 
assen van die ellips, bewijs dat ze den negenpunts-cirkel raakt ; 
verder dat de voerstralen naar de raakpunten op de zijden el- 
kander twee aan twee snijden onder hoeken gelijk aan het dubbel 
van die, waaronder de zijden den negenpunts-cirkel snijden ; 
bepaal ten slotte de verhouding van de stukken, waarin de 
zijden van den driehoek door de raakpunten verdeeld worden. 

(Als bepalende elementen van den driehoek te nemen den straal 
van den omgeschreven cirkel, en de hoeken.) Oee OLKOT. 


Opgelost door C., A. Cikor, H. v. DiINTER, W. F. GISOLF, 
OR OROOTEN Jee eeN EE “HEUS SDR. Je ROSE, 
W. H. SCHMELLING, A. VEGA. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


t Is bekend dat (zie figuur) 
als CEÉ hoogtelijn en H het hoog- 
CDU Ee Ek bele Sk B nen 
nu MJ die AB in. G snijdt, dan 


Í) 
is HG — GJ,en dus MG+-GH=R 
(straal omg. cirkel); ook is 
5 \ AGB blie ZM GA dus 
\ 


B AB raakt aan een ellips, waarvan 

M en H de brandpunten zijn, en 

waarvan de groote as == R. Het- 

en zelfde gaat door voor de drie 

andere zijden. De ellips is concentrisch met den negen- 

puntscirkel, en diens straal=halve groote as, derhalve 
raken die twee lijnen elkander in twee punten. 
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Uit de figuur volgt: 
HC = CD _ Dn 2R sin B cos C 1e IR BITE 
sin B sin B 
dus MF (=$ HO) =R eos C 
HE = CE — HC =2R sin A sin B — 2R cos C = 
2R [sin A sin B + cos (A + B)| =2R cos A cos B 
FE = FB —BE=RsinC —2Rsin A cos B= 
R [sin (A + B) — 2 sin A cos B] = R sin (B — A) 
MH? = FE? + (HE — MF)? =R? (1 —8cos A cos B cos C) 
MH =?2e, duse? = 4 R? (1 —8cos A cos B cos C). 
Zijn de halve assen aenb, dan is: 
b? =a? —e? =tR?—iR? +2R? cos A cos B cos C, 
dus b=RWV(2eos A cos B cosC). 
Uit de figuur volgt nog: 
FG:GE=4HC: HE==cosC:2cos AcosB 
FE =R sin (B — A). 
Na uitwerking geeft dit: 
eee 2R sin (B — A) cos A cos B 


cos (B — A) 
BE =?2Rsin A cos B 
GB = 2R sin B cos B Af R sin 2B 
cos (B — A) cos (B — Á) 
Natuurlijk vindt men dk 
sin 
Ee cos (B—A)’ 
dus GB: GA=sin2B:sin 2A 


(hieruit valt gemakkelijk af te leiden, dat de lijnen, die de 
raakpunten met de overstaande zijden verbinden, door één 
punt gaan; ook blijkt dat GB en GA zich verhouden als 
de bijbehoorende zijden van den voetpuntsdriehoek. 
tg Z HGE EE ZR COS A COS BE 
2R sin (B—A)cos AcosB _ 
cos (B — Á) hi 
cotg (B — A), of Z HGE + (B — A) = 90° 

dus ZMGH=2(B— A). 

De negenpuntscirkel snijdt de zijde c onder een hoek 
B—A. Van de eerst bedoelde hoeken blijkt nog dat de 
grootste = som van de twee andere. Is een-hoek van den 
driehoek = 60°, dan zijn twee van die hoeken gelijk. 


LE 


Oplossing van H. VAN DINTER. 


Men kan een ellips beschrijven die het middelpunt M 
en het hoogtepunt H tot brandpunten heeft, en aan één 
der zijden raakt; daar nu M en H isogonaal verwante 
punten zijn, zullen ook de beide overige zijden aan die 
ellips raken. Bepaalt men de spiegelbeelden A’, B’, C’ van 
H t.o. van BCO, CA, AB, dan bepalen de lijnen AA’ enz. 
op de correspondeerende zijden de raakpunten. Zij P het 
raakpunt op AB; daar C/ op den omgeschreven cirkel ligt, 
heeft men voor de groote as 


MP + PH =MP + PC =R. 
De lijn MH wordt gegeven door de bekende formule 
MH =R |I —8 cos A cos B cos C] 
zoodat de kleine as is: 
2V TER? —4R? (1 —8 cos A cos B eos 0)] 
—=?2R [2 eos A cos B eos C]. 

Het middelpunt N van de ellips valt samen met dat van 
den negenpunts-cirkel, welks straal }R is, zoodat hij in de 
toppen bij de groote as raakt aan de ellips. 

Trek ND (D is voetpunt der hoogtelijn uit C), deze lijn 
is // MC’. Trek in D een raaklijn aan den omgeschreven 
cirkel, die MC’ snijdt in Q. Nu is PH=PC’, derhalve 
| ZENE eG 24E DO 

Om eindelijk de verhouding PA: PB te vinden, verlengen 
we CM tot haar snijpunt P’ met AB; daar MC = MC is, 
deelt ME den hoek PMP’ middendoor, waaruit volet: 

lsb sens Abe RH: 

NAD Ein OPO PBN gin BOB 

bi POR sn PO ReinB 
dus BES A GPZSIn Be SARS DBP, 
=— Cos B sin B:sin A cos A 
—sin2B:sin2 A 
derhalve PAD sl ZA Sl 2D, 

Merkt men op, dat de hoeken van den voetpuntsdriehoek 
180° —2A, enz. zijn, dan ziet men, dat de stukken zich 
verhouden als de zijden van den voetpuntsdriehoek. 

Oplossingen van Vraagstukken W. T. 8e Jg, 2 
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Oplossing van W. F. GISOLF. 


Laat men uit een punt binnen een driehoek loodlijnen 
neer op de zijden, en brengt men door de voetpunten een 
cirkel; richt men in de tweede snijpunten loodlijnen op, 
dan snijden deze drie loodlijnen elkander weder in een punt, 
en in het midden der verbindingslijn van deze punten ligt 
het middelpunt van den cirkel. De twee punten kan men 
beschouwen als de brandpunten van een ingeschreven 
ellips, waarvan de bedoelde cirkel de hoofdeirkel is. Het 
raakpunt aan een der zijden is onmiddellijk te vinden door 
een der loodlijnen uit het punt met zich zelf te verlengen, 
en het uiteinde met het andere punt te verbinden; het 
snijpunt van deze verbindingslijn met de zijde vormt het 
raakpunt. 

Zooals men ziet, is dit alles voorhanden in het vraag- 
stuk. De bedoelde ellips raakt den negenpuntscirkel, 
daar deze haar hoofdeirkel is; haar eene as is dus gelijk 
aan & R. 


Opmerkingen van J. GROOTEN. 


1. Wordt een der hoeken recht, b.v. ZC, dan vindt men 
voor de ellips de rechte MC; H valt samen met C en M 
valt midden op AB. 

Wordt een der hoeken stomp, dan vindt men een hyper- 
bool. De zijden van den A deelen den hoek der voer- 
stralen zelf middendoor, maar overigens vindt men analoge 
uitkomsten. 


2. De negenpuntscirkel is hoofdeirkel, de omgeschreven 
cirkel is richtcirkel voor brandpunt M der ellips. 


182. Gevraagd de meetkundige plaats van de hoekpunten van 
de viervlakkenhoeken, waarin de overstaande zijden gelijk zijn, 
en wier ribben gaan door vier gegeven punten in één vlak. 


C. A. CIKOT. 


Opgelost door: C. A. CrKOT, H. v. DINTER, W. F. GISOLF, 
_J. GROOTEN, J. W. N. LE HEUX en A, VEGA. 
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Oplossing van C. A. CIKOT. 


Opdat in een viervlakkenhoek de overstaande zijden 
gelijk zijn, is het noodig en voldoende, dat de diagonaal- 
vlakken elkander middendoor deelen. Wanneer nu de diago- 
nalen van den gegeven vierhoek ABCD elkander in E snijden, 
en T is een punt van de meetk. plaats, dan moet TE in de 
eerste plaats bissectrice zijn in A TAC, m.a.w. men moet 
hebben : 

AT GA BG, 

In verband met de theorie van de cirkels van Appolonius 
blijkt dus dat T moet liggen op een bol die EI tot middellijn 
heeft, als 1 het punt is dat harmonisch toegevoegd is aan 
E ten opzichte van AC; op dezelfde gronden blijkt, dat T 
moet liggen op den bol die EK tot middellijn heeft, mits 
K het punt zij, dat h. t. is aan E ten opzichte van BD. 
Zooals bekend is liggen de punten I en K op de buiten- 
diagonaal van den vierhoek; de twee bollen snijden deze 
in een zelfde punt L, en daarom is de gezochte meetkundige 
plaats de cirkel die EL tot middellijn heeft, en waarvan 
het vlak loodrecht op dat gegeven vierhoek staat. 


Oplossing van W.F, GISOLF. 


Een viervlakkenhoek, waarvan de overstaande zijden 
gelijk zijn, kan men op 2 manieren, door de diagonaal- 
vlakken verdeelen in congruente drievlakshoeken, die met 
een gelijke zijde tegen elkander aan liggen. 

Passen wij op twee overstaande ribben gelijke stukken 
af, en brengen wij door de verbindingslijn in het diagonaal- 
vlak een vlak loodrecht op dit diagonaalvlak, dan ontstaan 
twee congruente driehoeken, die met gelijke zijden tegen 
elkander liggen en door draaiing in hun vlak tot dekking 
kunnen worden gebracht. De overige zijden vormen dus 
een parallelogram, en de top van den viervlakkenhoek ligt 
in een loodlijn in het snijpunt der diagonalen op het vlak 
v.h. parallelogram opgericht. Het omgekeerde dezer stelling 
behoeft geen bewijs; het is immers onmiddelijk duidelijk, 
dat, zoo men in het snijpunt der diagonalen van een pa- 
rallelogram een loodlijn opricht, en men een punt hiervan 
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met de hoekpunten verbindt, men een viervlakkenhoek 
met gelijke overstaande zijden verkrijgt. 

Het vlak van dit parallelogram moet evenwijdig zijn aan 
de snijlijnen der overstaande zijden. De loodlijn in het snij- 
punt der diagonalen van het parallelogram opgericht vormt 
de diagonaal van den viervlakkenhoek, en moet dus gaan 
door het snijpunt van de diagonalen van iederen vierhoek, 
die men door willekeurige snijding van den viervl.hoek 
met een vlak krijgt. 

Het vlak dat gaat door de snijlijnen van de overstaande 
zijden gaat bij het gegeven vlak altijd door een vaste lijn, 
nl. de verbindingslijn s van de snijpunten van de over- 
staande zijden van den vierhoek, die men uit de vier 
gegeven punten kan vormen; en de diagonaal gaat altijd 
door het vaste snijpunt S der diagonalen van dezen vierhoek. 
Men vindt dus een top door door s een vlak te brengen, 
en uit S daarop een loodlijn neer te laten; het voetpunt 
is een der gevraagde hoekpunten; de meetkundige plaats 
ervan is dus een cirkel, waarvan het vlak door S gaat, en 
loodrecht staat op s, en die tot middellijn heeft de loodlijn 
uit S op s neergelaten. 

Voor het geval dus dat s oneindig ver weg valt, gaat de 
cirkel over in een loodlijn op het vlak der vier punten in 
het snijpunt der diagonalen opgericht. 


183. Als in een cirkel de afstanden van de uiteinden van 
een boog tot een middellijn p‚ en ps; zijn, en tot een andere 
middellijn, rechthoekig op de eerste q, en q>, terwijl p‚ 3 en 
Q1,e de afstanden van het midden van dien boog tot dezelfde 
middellijnen zijn, heeft men 


Pie —Qi,2 Di De — Q Y2- 
J. V. D. GRIEND JR. 


Opgelost door J. v. D. GRIEND JR, J. GROOTEN, 
DR. J. Rose, W. H. SCHMELLING. 


Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


Zij AB de boog, C zijn midden, MH en MI de halve 
middellijnen. Verbind A met B, en C met M, en laat uit 
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snijpunt D loodlijnen DE en DF neer op MH en AK; ver- 


nemer dans CL == EE Want OL ze DE, 


DM 
CM AM __ FE 
en Dy DM Dr [A APM-vAFDE, omdat AD:DM 


=FD:DE(A ADF > A MDE), dus CL =he DE =PE. 


Daar DE = ne en DF —= a 


is alzoo 


al UD ee) 


Oplossing van J. GROOTEN en W. H. SCHMELLING. 


Noemen we ZIMA a en / AMB 22 dan is p, = R sina 


pi, —= Rsin (ea +24) 
q,=Reosa 
q, =Reos («a +28) 
Pi P2-Y1 Yo=RP [sin a sin (a-26) 
— GOS « COS (a + 26)] = 
=—=—_ R? cos? (a + 6) 
P1,2 == Rsin (« + £) 
Y1,2 — R cos (« + £) 
kp EM Car 
— COS? (a + B)|= —R? eos at 6). 
Dus pi,» —0i,2 =P PQ Ye: 


184. Als men door p‚, Ps, - . .- verstaat de afstanden van 
n punten van een cirkelomtrek tot een willekeurige middellijn, 
door p, den afstand van het zwaartepunt dier punten tot dezelfde 
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middellijn, door M 5 de (positieve) macht van dat zwaarte punt 


ten opzichte van den cirkel, en door p;), de afstanden van de 
middens der bogen tusschen de eerste punten, twee aan twee 
gecombineerd, tot dezelfde middellijn, dan ds 


43piy,êrpj=n (MEP 
Bijzondere gevallen. J. V. D. GRIEND JR. 


Opgelost door J. v. D. GRIEND JR. en DR. J. ROSE. 


Oplossing van J. v. D. GRIEND JR. 


Past men de vergelijking (1) uit No. 183 toe op alle af- 
standen p;j, uit de middens, dan vindt men 


8 n(n —1 
2Epir= eN 1 ED; EI 


a | 5 
LN) RiB) HE0;)P HED +HEf 


2 
UD Rent pi nrg Ep} HAEG 
n(n —l) aten 5 6 
== g Reden? pj tn? (dj —p;) Ep i(nRS—Ep;) 


waarin d, den afstand van het zwaartepunt tot het mid- 
delpunt voorstelt, 


li 5 
ER? d) An pt Ep} 
waaruit AX pij +22pj=n? (M5 + 2p5) 


Laat men de middellijn draaien, dan is de minimum- 
waarde van het tweede lid #? M5, als p,—=0. Daaruit 


volgt, dat de som der kwadraten van de afstanden van 
een willekeurig aantal (x) punten van een cirkelomtrek, 
en van de middens van alle bogen tusschen die punten 
tot een veranderlijke middellijn minimum is, als die mid- 
dellijn gaat door het zwaartepunt van die punten ; maxi- 
mum, als de middellijn den loodrechten stand daarop aan- 
neemt, de som is 4? R?, als de middellijn hoeken van 
45° daarmee maakt. 

Valt het zwaartepunt in het middelpunt, dan wordt 
Pr en M?=R?. In dat geval is dus de genoemde 
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kwadratensom onafhankelijk van de richting der middellijn 
en == 5 n? R?. 

Zijn bovendien de oorspronkelijke punten hoekpunten 
van een regelmatigen n-hoek (n oneven), dan kan men de 
middens der bogen zoo kiezen, dat al deze middens samen- 
vallen met de genoemde hoekpunten. Daarbij gaat men 
gemakkelijk na, dat dan in de formule 4 X Pint 2 Ep; 


iedere afstand van een hoekpunt tot de willekeurige mid- 
dellijn 22 X voorkomt, dus 


een bekende betrekking (Casey, A Sequel to Euclid, book 
IV, sect, II, ex. 25) 

Door een 2n-hoek te beschouwen als twee door elkander 
geconstrueerde n-hoeken, ziet men, dat de betrekking voor 
een 2n-hoek blijft doorgaan. 


185. Gegeven twee rechthoekige coördinatenstelsels OXYZ 
en OX,Y,Z,, die oorspronkelijk met hun gelijknamige assen 
samenvallen. Daarna wentelt OX,Y,Z, om een lijn, die met 
OX, OY en OZ de hoeken a, B en y maakt, over een positieven 
hoek 6. Men vraagt te bewijzen, dat de transformatie-formules 
luiden ; 

hn=(lH Mgt) HAA) H(RAr te, 

hy=Qu Adda HAA dt eg Har Ma, 

he=(2vAh— ua, HLr dM HL At rt), 

waarin A =cosatg. 44, uK =cosAtg. 49, v=cosy tg. 56, 

h=ld AH u? jv? 
(Briot en Bouquet). 
Dr. H. v. D. KAMP. 


Opgelost door DR. H. v. D. KAMP. 
Oplossing van DR. H. v. D. KAMP. 


Met behulp van boldriehoeksmeting vindt men achter- 
eenvolgens : 
a, —=1l—2sin? asin? 59 
LB, =1—?2sin? Bsin? 49 
ys =l—2sin? ysin? 46 
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B, —= cosa cos B (1 — cos 6) — sin 4 COS y 
Ya = COS Â COS y (1 — COS 6) — sin 9 COS a 
«3 — COSY COS a (1 — COS 6) — sin 4 COS B 
Yi = COS « COS y (1 — COS 4) +- sin 4 COS Â 
«s — COS B COS a (1 — COS 6) + sin 9 COS y 
B; — Cos y cos B (1 — cos 6) + sin 4 COS « 


als «a, B, Y,, «2 Ba Y3 en az Bz y3z achtereenvolgens de rich- 
tingscosinussen zijn van OX, OY en OZ ten opzichte van 
ONVZ 

Het eerste 3-tal formules volgt uit de driehoeken PXX,, 
PYY, en PZZ,. Het tweede 3-tal uit de driehoeken PXY,, 
PYZ, en P4X,. Het laatste 3-tal uit de driehoeken PXZ,, 
PASEN BZN | 

Men bedenke daarbij dat cos ZPY =— cot @ cot y, enz, 
en dat cos? a + cos? £ + cos? y =1. 

Bedenkt men nu dat 1 + A? +-u° 4-v? =sec* 56, en dat 
ha, —=sec? 44 —?2sin?atg? }o—=sec? 14 —2tg2 162 A= 
=l—tg? te AA=lHALu? — y?. 

hf, =2ecosacos@tg? Lo—tgtiecosy=2Au— 

hy, =2ecosacosytg? }od-tetsecosB=2Ar uw enz. 
dan volgen hieruit direkt de te bewijzen transformatie- 
formules. 


186. Men vraagt een verklaring van de methode voor de 
herleiding van een gewone breuk in een decimale, medegedeeld, 
in: „Uit buitenlandsche tijdschriften’ 3en jaargang bladz. 188, 
DS DR. N. QUINT. 


Oplossing van DR. N. QUINT. 


Zijn de quotienten en resten der deelingen q,,Q2, q3, 
PiyPo, Ta eas dam heeftsmen: 


Mme=qyY 14 
107, Hg, =q2 YH Po 
107, HQ, =qs yd 73 


dus 
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ML =U1Y HT 
5 
rn i0T 104 + TÔ 
Tg qe _ _Y3Y 
1100 100100 


nne 
En DEAL Eend: 2) 
mo = (101) (pt ip + 
Daar de waarden van r kleiner dan y zijn, zal de rest 


term oneindig klein worden, en zal men dus hebben: 


MDL M 


0,0 g, Ye Jz. DO En: 


Wat de tweede methode betreft, zoo stellen we de tien- 
tallen en eenheden, waarvan hierbij sprake is respectieve- 
NO OBRHOODN EN (ann senrenmnenssn De periode hebbe 
p cijfers. Men heeft dan: 


Mai O Linien Er 
eiytt, =10t, ez 
red 


14 Ht) in He, 


waarop dan, omdat dezelfde cijfers terug moeten komen 
volgen zal: 


onm der — MA 


Eliminatie van t‚,...-. ze geeft: 
ma + 10y X lee el == lep ve eld sE 10P, ma 
of 
(10y — Die eed — (10 — 1) ma 
of 
le, ese df _m 
ef Fe 


Er komt dus de gevraagde repeteerende breuk, 
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187. Men beschouwt alle kegelsneden, die aan vier in één 
vlak gelegen rechte lijnen raken. Aan te toonen, dat er twee 
punten aan te wijzen zijn, vanwaar wit de raaklijnen aan die 
kegelsneden loodrecht op elkander staan. 

J. ROSE. 


Opgelost door J. GROOTEN en DR. J. ROSE. 


Oplossing van DR. J. ROSE. 


De meetkundige plaats van de punten, waaruit men twee 
onderling loodrechte raaklijnen kan trekken aan een 
kegelsnede is de cirkel van Monge. De cirkels van M. 
van een stralenbundel van den tweeden graad vormen 
een puntenreeks van den tweeden graad. De vaste pun- 
ten hiervan zijn de gezochte punten. 


188. Alle kegelsneden, die in een driehoek beschreven zijn, 
en die raken aan geconjugeerde stralen van een involutie, 
hebben een vierde vaste raaklijn. J. ROSE. 


Opgelost door J. GROOTEN en DR. J. ROSE. 


Oplossing van DR. J. ROSE. 


Twee der kegelsneden, die raken aan geconjugeerde 
stralen eener involutie met middelpunt P, en aan een 
vaste lijn, bepalen een stralenbundel van den tweeden 
graad. De raaklijnen uit P aan de kegelsneden vormen 
een involutie, die met de eerste involutie twee paar stra- 
len gemeen heeft, en dus identiek er mede is. 


189. Bepaal de meetkundige plaats der middelpunten van 
alle gelijkvormige kegelsneden, die door drie gegeven punten 
gaan. Onderzoek de bijzondere gevallen. C. Vv. SPAENDONCK. 


Opgelost door H. v. DINTER, C. v. SPAENDONCK. 


Oplossing van C. Vv. SPAENDONCK. 


Een elegante oplossing verkrijgt men door gebruik maken 
van drielijnkoördinaten, en wel van de isogonale trans- 
formatie. Door deze transformatie nl. gaat elke lijn over 
in een omgeschreven kegeïsnede, wier asymptotenhoek 
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gelijk is aan den hoek, onder welken de lijn den omge- 
schreven cirkel snijdt. Houdt men dus laatstgenoemden 
hoek constant, dan zal ook de asymptotenhoek der kegel- 
snede constant blijven, m. a. w. deze zal gelijkvormig zijn 
aan een gegeven kegelsnede van dezelfde soort. Men heeft 
dus als vgl. der kegelsnede slechts de isogonale transfor- 


matie van 
la + my H- nz =0 
te nemen met de voorwaarde 
R? (Leos A + m eos B + n eos C)? = 
K2(L2- m2 n2— 2mn cos A — 2nl eos B — Am eos C) .. (1) 
waarbij K den afstand der lijn van het middelpunt van 
den omgeschreven cirkel voorstelt. 


De vgl. der kegelsnede is dus lyz + mea + naxy =0. Het 
middelpunt is gegeven door de vgl. 


many netle ly ma 
rea 


d c 
of na herleiding door 
/ ik m Eh n 
—ardbyt-ez ar—bytez art by—ez 
yz slik ey 


Uit deze vgl. en (1) elimineere men !, m,n. Als vgl. 

der meetk, plaats vindt men 

R°[ Zx (l—ar + by + ez) cos A]? = 
—=K [En (—ardbydez)?—2Eyzlanbyt-ez)landby—ez)eosAl, 
voorstellende een kromme van den vierden graad, waar- 
van de vorm van den koordinatendriehoek en van K af- 
hangt. De bijzondere gevallen zullen zich voordoen indien 
men aan K beurtelings de waarden o, R en @ geeft. 

TI. Laat dus K == « zijn. De getransformeerde lijn is dan 
de lijn in het oneindige. De omgeschreven kegelsneden 
vallen samen met den omgeschreven cirkel, en de meetkun- 
dige plaats gaat over in het middelpunt van dezen cirkel. 
Inderdaad is voor K = oo 
E [e(— ax J by He)? —2yz(ar—by-ez) (anby—ez)eosA}=0 
en deze grootheid kan alleen nul worden voor waarden 
van @(—ar by ez) enz, die evenredig zijn met abc, 
en deze evenredigheid (afgezien van de waarden die 
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e(—ar dbyt- ez) enz. afzonderlijk gelijk aan nul maken) 
heeft alleen plaats voor x= GOS A, y= GOS Brez CORE: 
echter zijn de coördinaten van het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel. 


IL. Laat de lijn door het middelpunt gaan. De gelijĳk- 
vormige kegelsneden zijn dan gelijkzijdige hyperbolen, 
wier middelpunt op den negenpunteirkel moet liggen. Wat 
leert hieromtrent de vgl.? K is in dit geval gelijk nul, en 
dus 2 cos A. (—axr + by + cz) =0, of met een kleine ver- 
andering aya +bzet-ecry—a Cos a°—b eosBy?—e cosCz? = 0, 
de welbekende vgl. van den negenpuntcirkel. 


III. Zij ten laatste K == R. De transformatielijn raakt aan 
den omgeschreven cirkel. De asymptotenhoek der kegel- 
sneden is dus gelijk nul, waaruit volgt dat de kegelsneden 
zelf parabolen zijn. Daar nu het middelpunt aller para- 
bolen op oneindig grooten afstand ligt, kan men ver wach- 
ten dat ar + by + cz als factor in de vgl. zal optreden. Om 
dit te onderzoeken verheffe men het linker lid der vgl. 
in het kwadraat, schrijve verder 1— sin? voor cos? en 
vervange in het rechter lid cos A door — cos (B + C) enz. 
Na een algebraïsche herleiding vindt men 
(a + by + e2) (— ax + by + ez) (aa—byez) (artby—ez) =0, 
waardoor het boven uitgesproken vermoeden bevestigd 
wordt. 


Opmerking. Voor de lezers, die er belang in stellen wil 
ik nog de verklaring geven der drie overige factoren, die 
in de vergelijking onder [Il optreden. 

De stelling, dat elke lijn in het vlak van den coördina- 
tendriehoek door isogonale transformatie overgaat in een 
omgeschreven kegelsnede, gaat schijnbaar niet algemeen 
door. lmmers de vergelijking der lijnen, die door de hoek- 
punten gaan zijn van den vorm l& + my ==o enz, en deze 
leveren bij isogonale transformatie slechts een lijn van 
denzelfden vorm. De moeielijkheid echter, gelijk reeds 
gezegd, is slechts schijnbaar. Gelijk toch het isogonaal 
toegevoegde punt van een der hoekpunten geheel zonder 
zin is, tenzij men den weg in aanmerking neemt waarlangs 
het punt tot het hoekpunt genaderd is m. a. w. tenzij men 
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het hoekpunt als een grensgeval beschouwt, zoo is ook 
een lijn door een der hoekpunten met het oog op boven- 
genoemde stelling zonder beteekenis, tenzij men ze als grens- 
geval opvat. Doet men dit zoo verdwijnt elke moeielijkheid. 
Tevens vindt men een volledige verklaring voor alle 
factoren onder no. III, 

Zij dus a (Be + vb) + y (ya + ac) +2 (ab + Ba) =o 
een raaklijn aan den omgeschreven cirkel in het punt «, 6, v. 

Is nu het punt ax, @, y zeer dicht bij het hoekpunt C 
gelegen m.a.w. worden «a en @ zeer klein, dan kan men de 
vergelijking schrijven 
(bd) Hyla ds) d- 2d; =o waarbij d,,9,,93 positieve 
of negatieve zeer kleine grootheden voorstellen, die tege- 
lijk met « en @ tot nul naderen. De isogonale transfor- 
matie van deze laatste lijn levert yz(b + ò,) + za (atd) +- 
+ LYÒs=o0, de vergelijking van een parabool, volgens 
voornoemde stelling. Nadert nu het punt «,‚£,y over den 
omschreven cirkel tot C, dan naderen ò,, ò,, ds tot nul, en 
de laatste vergelijking gaat over in z (by + ax) =o. Zullen 
de beide lijnen door deze vergelijking voorgesteld nog een 
parabool voorstellen dan moeten ze evenwijdig zijn. Een 
eenvoudige meetkundige beschouwing, of ook de determinant 
ool 
abo 
abc 


dus ontaard in twee evenwijdige lijnen, en de meetkundige 
plaats van het middelpunt is een lijn evenwijdig met en 
op gelijken afstand van bedoelde lijnen. Zij wordt voor- 
gesteld door den factor ax + by — cz == 0. 

De drie factoren dus van denzelfden vorm die in de 
vergelijking van no. III voorkomen, stellen de meetkundige 
plaats voor van het middelpunt der drie ontaarde parabo- 
len, die beantwoorden aan de raaklijnen aan den omge- 
schreven cirkel in de hoekpunten. 

Op geheel dezelfde wijze beantwoordt aan de lijn le 4my==o 
(geen raaklijn aan den cirkel) de ontaarde hyperbool 
2(med-ly)—=o d.i. een stel van twee rechte lijnen be- 
staande uit de lijn tegenover het hoekpunt en de isogonaal 
toegevoegde lijn van le + my==o. Een meetkundige be- 
schouwing doet weder dadelijk inzien, dat de hoek tusschen 


doet zien, dat dit inderdaad zoo is. De parabool is 
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zg—=o en mretly=o gelijk is aan.den hoek waaronder 
le + my=o den omgeschreven cirkel snijdt. Gaat de lijn 
le + my —=o door het middelpunt van den cirkel, zoo levert 
deze beschouwing terloops een bewijs voor de bekende 
elementaire stelling, dat de straal van den omgeschreven 
cirkel en de hoogtelijn gelijke hoeken maken met de 
bissectrice. 


Oplossing van H. v. DINTER. 


Laten A’, B’, C/ de gegeven punten zijn; A, B, C, de 
middens der zijden BC’, CA, A/B’. De vergelijking in 
normale coördinaten b.v. van alle kegelsneden om A’B’C’ 
beschreven is: 

AB Huyadva fB =0 
als men A/B’'C’ als coördinatendriehoek aanneemt. 

Het middelpunt wordt gegeven door de vergelijkingen : 

uy! dv! Ay Jux AB! + ua’ 


a’ b’ mn c’ 


waaruit: 

rede eN En ho 
al(—ala! HB! Hc’) KE B'(a'a!—bB' AC") ya’! db Bey") 
Gaan we nu over tot normale coördinaten a @ y t. 0. van 

A ABC, dan moeten we substitueeren de waarden: 

Bb + ye aa + ye «a + fb 

VE ond ONE ER oen ENA) Ea De ee 

te a jk beb c 


waardoor de vergelijking van de kegelsneden wordt: 
(1) Aata?Hub3B2Hvety? (hat ubtve) (belly deayadabafl)=0 
en de vergelijkingen voor het middelpunt: 
(2) AN DE EN 

a(bdey) BleyHax) y(axtb8) 

Nu wordt voor de algemeene vergelijking: 

Ayr 4? Häzs BPH az3 2 H 2433 By J2a3, va J 24,3 a =O 
de voorwaarde voor gelijkvormigheid uitgedrukt door: 
A11 Ui2 A13 U 
A21 A22 A23 Ò 
A31 A32 A33 C 
a b Ë 0 


(3) —=K (a; azatdz3— 2033 COSA — 


— 2a;, cos B— 24,9 cosC)? waarin K een constante is. 
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Substitueert men de coëfficienten van (1) in den determi- 
nant, dan vindt men na een korte en gemakkelijke bewer- 
king, behoudens constante factoren : 
A = (Aa — ub + vC)? —4 ac dv. 
DERNEELETM. 4 d- Aaa dn herleidt zich even een- 
voudig, eveneens behoudens constante factoren, tot: 


À GOS A + u cos B + v cos C, 
Men behoeft hiertoe slechts op te merken, dat men heeft: 
2be cos A + 2ea cos B + 2ab eos C=a? Hb? He? 
De voorwaarde (3) herleidt zich dus tot: 
(4) (Aa — ub J- ve)? —4 ac Av —= K' (A cosA + weosB + veos0)? 
De meetkundige plaats wordt nu gevonden door elimi- 
natie van A, u, v, tusschen (2) en (4). 


Substitutie der waarden (2) in (4) levert na een eenvou- 

dige herleiding : 
afBy (ax +b8 Hey) == K" (aly + bya H caf)? 

De vergelijking stelt een kromme van den 4den graad 
voor, gaande door A, B en C, 

Voor K”/==o splitst zich de vergelijking in «=o, @=o0 
y=o0, aa Hb Hey =0. 

Dit is meetkundig duidelijk. De vergelijking (1) stelt 
nl. in dit geval òf wel 2 evenwijdige lijnen, of een para- 
bool voor. In ’t eerste geval liggen de middelpunten op 
de lijnen BC, CA, AB, in ’t tweede geval op de lijn in ’t 
oneindige aa + b8 + cy =0. 

Is K’= oo dan gaan de kegelsneden over in gelijkzijdige 
hyperbolen, en dus de meetkundige plaats in: 


ay J- bya + caf =O 
d.i. den omgeschreven cirkel van ABC, of den negenpunts- 
cirkel van A/’B’C’. 


190. Uit het punt M van het bissectrice-vlak van een twee- 
vlakshoek laat men normalen neer op de zijden. De voetpunten 
A en B verbindt men met twee punten EH en F' van de snijlijn. 
Toon aan, dat / FAE =/ EBK. 


Gebruik dit als elementair bewijs voor vraagstuk 33, blade, 
204, 2en jaargang. V. TH. v. D. VEN, 
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Opgelost door J. GROOTEN, W. H. SCHMELLING, 
Vel HVD WEN 


Oplossing van V. Ta. v. D. VEN. 


A AME zz A EBM (2 zijden en grootsten hoek) dus AE=BE. 
Zoo ook AF =BF, dus A AEF Z= BEF, dus / A =ZB. 

M is het middelpunt van den bol; de 2 vlakken zijn 
raakvlakken en AE en BE zijn de doorgangen van het 
vlak ABC, AF en BF zijn de doorgangen met ABD. Z FAE 
—=ZFBE. De hoeken gevormd door de doorgangen zijn 
dus gelijk. 


Oplossing van J. GROOTEN. 


V, zij het bissectrice vlak van V’V”;M een punt daarin. 
Nu is AM =BM want: 

Voltooien we de snijding van vlak AMB met V’: we 
vinden AP | SS, (snijlijn). Evenzoo op V”: BP | SS,. De 
AA AMP en BMP zijn congruent : PM gemeenschappelijk, 
Z BPM =/MPA ={standhoek V’ V’, £ MAP = ZMBP== 900. 

Verder zijn de AA MBE en MAE gelijkvormig. Immers 
MB | vlak V”, dus … op alle lijnen in dat vlak, ook | 
EB. Evenzoo MA | EA. De AA MBE en MEA zijn recht- 
hoekig. ME hebben ze gemeen en MA = MB. Dus BE=EÁ. 
Op dezelfde wijze toont men aan dat AF = BFE. De A AEFB 
en EFA hebben 8 zijden gelijk en zijn dus congruent. 
Alzoo Z EAF = / EBF. 

Zij M nu het middelpunt van den bol. A en B zijn twee 
hoekpunten van het viervlak. V’ en V”/ de raakvlakken 
in A en B aan den bol. SS, is de snijlijn dier raakvlakken. 
Loopt nu de ribbe CD van het viervlak’niet // SS,, dan 
snijdt ze deze b.v. in F aan de zijde van D. Het vlak ABC 
snijdt de raakvlakken volgens twee rechten, die op SS, 
samen komen b.v. in E. BF is nu met AF het tweetal 
andere sniĳlijnen op de raakvlakken, door vlak ADC en 
BDC aangebracht. En ZEAF =/EBF, wat te bewijzen 
was. Mocht CD // SS, zijn, dan is het tweetal ZZ recht. 


Oplossing van W. H. SCHMELLING. 


Beschrijf met M als middelpunt en de normaal als straal 
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een bol, die de zijvlakken van den tweevlakken-hoek 
raakt. De lijnen AF en BF zijn dan gelijk als raaklijnen 
uit het punt F, evenzoo EA =BE als raaklijnen uit het 
punt B. De AA EFA en EBF hebben de drie zijden ge- 
lijk, zijn dus congruent, dus /FAE = / EBF, 

Zij nu M middelpunt bol, om viervlak beschreven, A en 
B uiteinden eener ribbe. De drie zijvlakken bepalen aan 
ieder hoekpunt op het raakvlak drie doorgangen. Twee 
dier zijvlakken hebben echter steeds een ribbe gemeen. 
Deze zijvlakken nu snijden de as van doorsnede van den 
tweevlakshoek in E en F, Volgens bovenstaand bewijs is nu 
ZFAE=/EBF. Dit herhalende voor elke ribbe van het 
viervlak, blijken de hoeken tusschen de drie doorgangen 
op de raakvlakken twee aan twee gelijk te zijn. 


191. Trekt men door het brandpunt F, van een ellips een 
willekeurige koorde PQ, verbindt men de uiteinden van die 
koorde met het tweede brandpunt F,, en beschrijft men voor 
A PQ, den aangeschreven cirkel aan de zijde PQ zoo zal het 
brandpunt Ff, het raakpunt zijn. P. BAKKER. 


Opgelost door P. BAKKER, J. GROOTEN, DR. J. ROSE, 
Oplossing van P. BAKKER. 


Beschrijft men een willekeurigen vierhoek PF,QF', zoo 
zal een cirkel de verlengden van de zijden van dezen 
vierhoek raken. Stel R,‚ en Rs; zijn de raakpunten van 
den cirkel met de zijden PF, en QF. Mocht Z PF,Q, in- 
springend zijn, zoo zullen de raakpunten op de zijden zelf 
liggen. Is /PF,Q gestrekt, zoo zullen de raakpunten in 
F, moeten samen vallen, de vierhoek gaat dan over in 
een driehoek. 

Een gevolg hiervan is dit: 

Is N het middelpunt van den aangeschreven cirkel, 
dausiseNEseel PO. 

Nu zijn echter PN en QN buitenbissectrices, derhalve 
raaklijnen.aan de ellips. PQ is derhalve de poollijn van 
punt N, zoodat we de eigenschap hebben : 

Wanneer we door het brandpunt van een ellips een 
koorde trekken, en het brandpunt verbinden met het punt, 
Oplossingen van Vraagstukken W.T. 8e Jg, 3 
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dat als pool bij de koorde als poollijn behoort, zoo zal de 
verbindingslijn loodrecht op de koorde staan. 

We kunnen deze eigenschap ook in andere woorden 
uitdrukken, nadat we eerst opgemerkt hebben, dat het 
punt N op de richtlijn ligt. 

Wanneer men uit een punt van de richtlijn eener ellips 
een loodlijn trekt op de bij dit punt behoorende poollijn, 
zoo ligt het voetpunt dezer loodlijn in het brandpunt. 

De eigenschap kan ook eenvoudig analytisch aangetoond 
worden. - 


Oplossing van DR. J. ROSE en J. GROOTEN. 


Door de eigenschappen der brandpunten heeft men in 
ROS) Hie 

FP PE, = F,Q + QE, = 4 omtrek van A POES: 
bijgevolg is F,‚ het gezochte raakpunt. 


192. Van een vierhoek zijn 3 zijden in positie gegeven, de 
vierde zijde gaat door een vast punt. Onderzoek de omhullende 
der lijn, die de middens der diagonalen verbindt. _ 

H. v. DINTER. 


Opgelost door H. v. DINTER, W. F. GISOLF, J. GROOTEN, 
Dr. J. ROSE, C. Vv. SPAENDONCK.' 


Oplossing van C. Vv. SPAENDONCK. 


Gebruik barycentrische coordinaten. 
Zij het punt P @,y, 20, en zij de lijn XYZ voorgesteld 
door Aat uyvz=o met de voorwaarde Ax, + uyod-rvz,—=o0 (1). 
De lijn AX is nu uy vz =0. 
Neem nu Z MN als nieuwen driehoek, waarop de coör- 
dinaten betrekking hebben. 
De coördinaten worden aangeduid door a, 2,7. L,M,N 
liggen in het midden der zijden. 
Er re 
By yha afg 
AX is uly da) vla) =o0. Voor het punt U vindt 
men nu gemakkelijk a=o uyt vl =0. 
Eveneens voor V, 2=o0o va Ay =0. 
7 Ee rt 
Dus de lijn UV is ARE 
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De coördinaten dezer lijn zijn dus u ch DE 
t Je p73 


Dus vergelijking (1) geeft ee he e0 als de om- 
hullende der lijn. 


Dit is een kegelsnede rakende aan de zijden van LMN. 

Voor de hand liggende meetkundige aanduidingen heb 
ik weggelaten. 

Ik laat een korte discussie en een paar aanmerkingen 
volgen, en wel laten we eerst het middelpunt der kegel- 
snede vinden. 

De coördinaten mogen zijn «,, £,, y,. 

De pool van de lijn in het oneindige, die tot coördinaten 
(1, 1, 1,) heeft, met betrekking tot de gevonden kegelsnede 
is u (yo 420) Ho (zo wo) + ww, + Yo) =O, 


dus a he ne Ei ape 24) 


UO Lo BoFYo 
Indien nu verder a, 2, y, de coördinaten van P zijn met 
betrekking tot de driehoek LMN, dan heeft men 


ed a JE ed OENE 1 
aot(aot Boto) — BoleodBotYo) YolkotBotYo) 


of wel 


dus 


2 
att —_Bt3.Â 84 


Indien nu O het zwaartepunt van LMN is, dan heeft dit 
punt tot coordinaten 44,4. En zoo vinden wij een fraaie 
constructie voor het middelpunt nl. : Verbind P met O en 
verdeel deze lijn in K,‚ zoodat KP=5KO. K is dan het 
middelpunt. 

Het raakpunt der raaklijn w, wv, w is, zooals gemakkelijk 
d 2 
gezien wordt, mr ; zn N ER 
asymptoot is, dan ligt het raakpunt zeer ver, met andere 
woorden de volgende vergelijkingen bepalen de asymptoten; 


Indien deze raaklijn een 
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% 1 ze 

u et RE 
(IL) 

Lo Yo O0 

w 4 v hp ms 


Een eenvoudige algebraïsche bewerking leert nu dat de 

asymptoten reöel of imaginair zijn naar gelang 
— Lo Yo Zo ot Yo H 20) 
het plus- of minusteeken heeft. 

Indien P niet oneindig ver ligt is @, 4-40 +20. 

Dus indien «,y,2o het plusteeken heeft is de kromme 
een ellips, indien «,yoz, het minusteeken heeft is de 
kromme een hyperbool. 

Is @, yo 20 =0 d.w.z. ligt P op een der zijden, dan ontaardt 
de enveloppe in een punt. Ìs @, +4, +2, =o0, dan kan 
men uit deze vergelijking en het stelsel (II) @, yo 29 eli- 
mineeren. Men vindt dan na een kleine herleiding dat 
u=v=w, m. a. w. ligt het punt, y, Zo oneindig ver, dan 
is de asymptoot «+ y + z=o, d. i. de lijn in het oneindige. 
De kegelsnede is dus een parabool. Hiervan zal ik in de 
oplossing van het volgende vraagstuk een meetkundig 
bewijs geven. 


Oplossing van W. F, GISOLF en DR. J. ROSE. 


Noemen we de bewegende zijde van den vierhoek d, 
wentelend om P, de aangrenzende zijden ben c,en de 
afliggende zijde a met midden M, 

Door de wenteling om P zullen op b en c perspectieve 
puntreeksen beschreven worden. 

Projecteert men deze uit (ab) en (ac) op lijnen, die door 
M evenwijdig aan b en ce getrokken worden, dan zijn de 
daardoor ontstane puntreeksen projectief ; de verbindings- 
lijn van overeenkomstige punten omhult alzoo een kegel- 
snede rakende aan de lijnen door M evenwijdig aan b en 
c. Deze verbindingslijn is, zooals een schets onmiddellijk 
leert, niet anders dan de lijn, die de middens der diago- 
nalen in elken vierhoek verbindt. 


193. Zndien het vaste punt, bedoeld in het vorige vraagstuk, 
volgens een bepaalde richting in ’t oneindige verdwijnt, is de 
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omhullende een parabool. Construeer op eenvoudige wijze 
brandpunt en top. H. v. DINTER. 


Opgelost door H. v. DINTEr, W. F. GISOLF, J. GROOTEN, 
DR. J. ROSE, C. v. SPAENDONCK. 


Oplossing van C. v. SPAENDONCK. 


Het is duidelijk dat de puntreeksen U en V een homo- 
graphisch stelsel vormen. Elke lijn UV raakt dus aan een 
kegelsnede. Deze raakt aan de lijnen LM, MN en NL 
daar deze tot het stelsel UV behooren. Wij bepalen nu 
de raakpunten op deze drie lijnen. 

Veronderstel dat CY en CX zeer klein genomen worden, 
dan zijn MU en LV ook zeer klein. De vierhoek CYDX 
kan als parallelogram beschouwd worden, en de lijnen YB 
en XA worden gelijk aan de opstaande zijden genomen. 
Zij het snijpunt van PX en ML Q, en het snijpunt van UV 
en ML Q,. Volgens de theorie der omhullenden is Q, 
het raakpunt. Nu is 


LO SNE Vane dVVe D dus &%L EEM DCE 
DM Ue M Uig 2 Or Me MUe DD: 

QL _ LG ene DD QE QL 
Doc OM Eb en daar LG = ta na onm QM 


Q en Q, vallen dus samen. Het snijpunt van PC met 
LM is dus het raakpunt, en zoo voor de andere raakpunten, 
Indien nu QRS de raakpunten voorstellen, en Q/R'S' de 
middens der zijden van den driehoek QRS, dan snijden, 
volgens een bekende eigenschap der kegelsneden, de lijnen 
LQ’, MR/, NS’ elkander in het middelpunt van de kromme. 

Met behulp van deze constructie kan men het gestelde 
vraagstuk gemakkelijk oplossen. Immers worden de lijnen 
PA, PB, PC parallel, dan zullen ook LQ/, MR’, NS’ parallel 
zijn, zooals meetkundig duidelijk is. Het middelpunt der 
kegelsnede ligt dus oneindig ver, en daar zij zelf niet ge- 
heel in het oneindige ligt, is zij een parabool. 

Tot dezelfde uitkomst leidt de constructie voor het mid- 
delpunt in het vorige vraagstuk aangegeven. 

Een derde bewijs kan men aldus geven. 

De punten X en Y zullen tegelijkertijd in het oneindige 
komen te liggen. Hetzelfde geldt voor U en V. Dus de 
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lijn in het oneindige raakt aan de kromme. Deze is daarom 
een parabool. 

Voor de gevraagde constructies kan men aldus te werk 
gaan. Men neemt den driehoek LMN eneen willekeurigen 
driehoek NUV. Behalve in N snijden de omgeschreven cir- 
kels elkander in het brandpunt. De verbindingslijn der hoog- 
tepunten is de richtlijn. De top bevindt zich in het midden der 
loodlijn vanuit het brandpunt op de richtlijn neergelaten. 


Oplossing van W.F. GISOLF en DR. J. ROSE. 


Gaat het vaste punt naar het oneindige dan zal ook de 
verbindingslijn van de middens der diagonalen één keer 
in ’t oneindige verdwijnen, nl. als d door de oneindig 
verre lijn zelve wordt gevormd. De verbindingslijn is 
raaklijn der beschouwde kegelsnede; bijgevolg wordt de 
kegelsnede een parabool, waarvan de asrichting, dezelfde 
als de richting waarin P in het oneindige verdwijnt, 
bekend is. 

Herinnert men zich nu de stelling, dat het brandpunt 
van een parabool, die 3 zijden van een driehoek raakt, 
ligt op den omgeschreven cirkel van dien driehoek, dan 
is dit brandpunt onmiddellijk te construeeren. | 

Immers de lijnen door M // b en c, zijn raaklijnen; 2 
willekeurige standen van de verbindingslijn, 2 omgeschre- 
ven cirkels, en het 2e snijpunt dier cirkels levert het 
brandpunt (of ook 1 willekeurige stand, en dan gebruik 
maken van de stelling dat asrichting en MF isogonaal 
verwant zijn). 

Uit F (het gevonden brandpunt) laat men nu loodlijnen 
. neer op 2 raaklijnen, verbindt de voetpunten en snijdt 

deze verbindingslijn met de asrichting door F'; het snijpunt 
is de top. 


194, Van een driehoek is de perspectief ABC gegeven, met 
het vluchtpunt V van de basis a (BC). Bovendien is de pers- 


pectief A’ en a! gegeven van de weerspiegeling van A en van 
de onbepaald verlengde basis a, in een onbekend vlak (a’ zonder 
vluchtpunt). Te construeeren de vluchtlijn van het vlak van 
A ABC. Oogpunt en distantiecirkel gegeven. 

J. vV. D. GRIEND JR. 
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Opgelost door J. v. D. GRIEND JR. 
Oplossing van J. v. D. GRIEND JR. 


De perspectief AA’ heeft een onbekend vluchtpunt, 
waarbij een vluchtlijn behoort van het vlak van weer- 
spiegeling, loodrecht op AA’. Beschouwt men alle punten 
van AA’ als vluchtpunten, dan gaan de bijbehoorende 
vluchtlijnen door een standvastig punt P, dat men verkrijgt 
door AA’ als, vluchtlijn van een vlak te beschouwen, en 
het vluchtpunt van de richting loodrecht op dat vlak te 
bepalen. Daar de vluchtstralen naar V „ en naar het 


onbekende vluchtpunt V g. van a’ gelijke hoeken moeten 


maken met iederen vluchtstraal naar de vluchtlijn van 
het weerspiegelend vlak, dus ook met dien naar P, vindt 
men Wan als snijpunt van de rechte a’ met den kegel uit 


het centrum (oog) als top, den vluchtstraal naar P als as, 
en den hoek van dezen vluchtstraal met dien naar V je als 


halven tophoek; voor het bepalen van dit snijpunt zal men 
gemakkelijk een constructieve oplossing vinden (twee 
uitkomsten). Daar ook Vd de weerspiegeling is van V B 


evenals A’ van A, vindt men uit deze overeenkomstige 
punten V, en Vai een nieuw punt P/ van de vluchtlijn p 


van het weerspiegeiend vlak, die dus daardoor bepaald is. 

Nu is ook het vluchtpunt van de loodlijnen AA’, BB’, 
CC’ bekend; de punten B’ en C’ op a’ kunnen dus gevon- 
den worden. Aangezien de snijpunten van AB en A/B’, 
BC en BC’, CA en C/A/ vallen in de snijlijn van het weer- 
spiegelend vlak met het vlak van A ABC, is deze snijlijn 
te bepalen, dus ook haar vluchtpunt V, dat in p moet 


liggen. De vluchtlijn van het vlak van A ABC is ver- 
volgens bepaald door twee harer punten V,en V… 


195. Men vlakke homogene cirkelvormige schijf ligt op een 
ruw horizontaal plat vlak. Om die schijf is een koord geslagen, 
zoodat de uiteinden daarvan horizontaal en evenwijdig loopen. 
Het eene uiteinde is bevestigd in een vast punt; het andere 
wordt gespannen door een kracht K,, die het middelpunt der 
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schijf in eenparige beweging houdt. Als de schijf geheel gelijk- 
matig op het vlak rust, en de wrijving tusschen koord en schijf 
voldoende is om het glijden van het koord langs den rand der 
schijf te beletten, vraagt men naar de verhouding van K,‚ tot 
de kracht, die, in het middelpunt aangrijpende, de schijf in 
eenparige beweging zou houden, en de spanning, die in het be- 
vestigde uiteinde van het koord zal ontstaan. 
J. V.D. GRIEND JR. 


Opgelost door J. Vv. D. GRIEND JR. en F. J. VAES. 
Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


Zij M het middelpunt der schijf, OP het in P bevestigde 
uiteinde van het koord, K, de kracht, die in dat uiteinde 
werkt. Daar het punt O der schijf dezelfde beweging heeft 
als het punt O van het koord, en P een vast punt is van 
het laatste, moet het momentaancentrum van de beweging 
der schijf ergens op OP liggen. Lag het niet in O, maar 
bijv. in 0’, dan zou men, na uit O/ een rechte O/Q/ 1 OP 
te hebben getrokken, het symmetrische van het door deze 
rechte afgesneden deel van de schijf ten opzichte van 
O’Q/ kunnen bepalen; het daarbuiten vallende deel zou 
veroorzaken, dat de resultante der wrijvingsweerstanden 
zou afwijken van de richting loodrecht op OQ, ; maar, daar 
deze resultante evenwicht moet maken met de krachten 
K, en K,‚ (want het systeem is in eenparige beweging), 
is zoodanige af wijking onmogelijk, en moet dus het momen- 
taancentrum der beweging in O liggen. 

Trekken wij nu uit O twee oneindig dicht op elkaar 
volgende voerstralen OB en OC, dan zijn de wrijvings- 
weerstanden van de tusschen deze stralen gelegen opper- 
vlakte-elementen loodrecht op OB gericht (omdat de be- 
weging van al deze elementen loodrecht op OB is) en 
evenredig met de oppervlakte dezer elementen. Daaruit 
volgt, dat de resultante dezer wrijvingsweerstanden aan- 
grijpt in D, zoodat OD —=?O0B, en gericht is loodrecht op 
OB. Zij gaat dus door het punt A van de rechte OQ, dat 
zoo gelegen is, dat OA =2%0Q. Bepaalt men eveneens de 
resultante van de wrijvingsweerstanden van andere onein- 
dig smalle sectoren uit O, dan blijkt, dat deze eveneens 
door het vaste punt A gaan. Door dit punt gaat dus ook 


41 


de resultante van alle wrijvingsweerstanden, en moet dus 
ook de resultante van K, en K,‚ gaan, waaruit onmiddellijk 
molteken == tK, 

Bij de berekening van de grootte der spanningen K, en 
K,, wier som gelijk is aan de resultante der wrijvings- 
weerstanden, laten wij den constanten factor, waarmee een 
oppervlakte-element der schijf vermenigvuldigd moet 
worden om den wrijvingsweerstand van dat element te 
vinden, ter vereenvoudiging weg. Dan is de resultante 
W van de wrijving langs sector OBC 47° dp, als r == OB 
en Z COQ =p; dus W =2R? cos? dp, als R de straal van 
de schijf is, en haar componente loodrecht op OQ, 
V—=2R? eos? pdp. Voor de som van al deze componenten 
heeft men dus | 


Ä 


gen 2 | ‘2 R? cosp dp =8 R?. 
0 


Dus is ook K‚, + K,‚ ==? R? of, daar K‚, =4K,K, = ICR? 
De kracht K, die, in het middelpunt aangrijpende, de 
schijf een eenparige beweging zou doen behouden, is 
K =a R?, bijgevolg 

ren 
ee Or 

196. Van een driehoek ABC is M het midden der zijde BC, 
en zijn D en HE de snijpunten van BC met de deellijnen van 
den hoek A en van zijn supplement. 

Men vraagt den driehoek te construeeren, als gegeven zijn 
AD, AB—AC en / MAD, of wel AE, AB + AC en / MALE. 

N. C. GROTENDORST. 


Opgelost door J. GROOTEN, N. C. GROTENDORST, 
J.W. N. Le HEUX, C. WAFELBAKKER. 
Oplossing van N. C. GROTENDORST. 


Noemen wij de zijden BC, CA en AB des driehoeks a, 
ben ce, dan is volgens bekende formules: 
abe ende. e 
(br)? en ABZ (eb)? 
Neemt men op de zijde BC de punten D, en E,‚ zooda- 
nig dat MD, —= MD, en ME, = ME, waardoor ook BD, = DC, 


AD? =be — bc. 
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en E,B=CE, dan worden de lijnen AD, en AE, (b.v. door 
toepassing van het en van Stewart) gevonden uit: 


abe 
AD, ?=b?—be + C? ie De ‚ en AB, ?=b?+bete ie 7 


Uit de verkregen resultaten leidt men af: 

AD,? — AD? =(c—b)?, en AB, ? — AE? = (c + b)?. 

Bij het eerste stel gegevens kan men dus uit AD en 
c—b gemakkelijk AD, construeeren. Verlengt men AM 
aan de zijde van M met een stuk MA, =AM, en verbindt 
men A, met D, zoo zijn van A ADA, bekend Z A,AD = 
—4/ MAD, en de beide zijden AD en DA, =AD,. Deze 
driehoek is dus te construeeren. De lijn uit D naar het 
midden der zijde AA, getrokken geeft de richting aan der 
zijde BC van den gevraagden driehoek, die nu verder op 
eene bekende wijze is te construeeren. Men trekt daartoe 
door M eene lijn loodrecht op MD, tot deze het verlengde 
van AD in F snijdt, en brengt daarna door A en F een 
cirkel, welks middelpunt op de lijn MF ligt. Deze cirkel 
snijdt de verlengde lijn MD in de hoekpunten van den 
gevraagden driehoek. 

Voor het tweede stel gegevens construeert men AE, en 
een driehoek AEA, op overeenkomstige wijze, enz. 


Oplossing van J. W. N. LE HEUX. 


Gegeven AD, AB—AC, / MAD. In „A sequel to Euclid’ 
Book IV komen verschillende eigenschappen van den 
driehoek voor, waarbij de bissectrices van binnen- en 
buitenhoek, en de som of het verschil van de opstaande 
zijden voorkomen. Voor de oplossing van bovenstaand 
vraagstuk kan dienen KZ X MG =[t (AB — ACO)}?. 

Verder is A KZÁA — A DMG, dus KZ X MG = ZA X DM= 
ENE Rn macht van M t. o. v. den cirkel op AD als 
middellijn. Teekent men 
een rechten hoek EAD, 
en zet men op een der 
beenen een stuk AD (ge- 
geven) af; trekt men ver- 
der een lijn AM, die met 
AD den gegeven hoek 
DAM vormt, dan zal de 
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plaats van M op AM het snijpunt zijn van deze laatste lijn 
met een cirkel, die het midden van AD tot middelpunt 
heeft, en tot straal £TT(AB — AC)? + AD?]. Door MD te 
trekken en naar weerskanten te verlengen, vervolgens 
KG | MD, enz, wordt A ABC gevonden. Het tweede snij- 
punt van AM met den cirkel geeft geen driehoek, die 
aan de vraag voldoet. 


197. Wanneer in de de 


Le a gh? 1 
de volgorde van de termen EN Ee veranderd, dat de 
verhouding van het aantal positieve termen tot het aantal nega- 
tieve in 5 ten slot'e a* 1s, zal de som van de reeks worden 


log (2a). 
(Whittaker, A course of Modern Analysis). 
Dr. H. v. D. KAMP. 
Opgelost door DR. H. v. D. KAMP, C. V. SPAENDONCK. 
Oplossing van DR. H. v. D. KAMP. 


Stel de laatste positieve term van een groot aantal ter- 
men van de reeks, die aan de voorwaarde voldoet, is 


l | 1 
je neen de laatste negatieve Dee De som van deze 
termen kunnen we dan aldus schrijven : 
1 ( 1 1 ) 
LIE EST es Ek 
ntt lap IT 
Nu is 


) 2 6 se e 
log (14 9E TIR Ee ) 


bo 


DE 2 2 
ESS ‘optB 72 Ge) 


| 2 pe ó(m) 
log (lt ri) Smi 2 (Gar) 


als de &'s grootheden kleiner dan één zijn. 


AE Ne 2krd en 
NO rd REE (1 + ari l on Ei 
jb 1 l Sh 
Pd GFI 1-53 RE e HFD — À, waarbij lim À=o0 
voor p en k oo. 
Voor p en k oo wordt log dT fj s OENE 


lim SJ voor n= is dus log 24 log a? =log (24). 


Opm. In het bovenstaande bezitten we een middel om 
op eenvoudige wijze de volgorde der termen te bepalen, 
die aan de som van de reeks een bepaalde waarde geeft. 


Oplossing van C. v. SPAENDONCK. 


De volgende oplossing is algemeen : zij de reeks 2(— ib: 
fn).(n=1,2,3....). Verondersteld is dat f(n) gestadig 
afneemt en nul tot grens heeft. Laat nu in de veranderde 
reeks de eerste r termen np positieve, en n negatieve 
termen bevatten. De som der eerste r termen is dan 


ACD) JELA LT 
+[f@n +1) fn +3) H.………. + f(@n 4 2p —1)]. 

De som der reeks tusschen de tweede haakjes is het 
verschil tusschen de veranderde reeks en de oorspronke- 
lijke. Dit verschil moeten wij bepalen. 

Men moet nu onderscheiden of lim nf(n) oneindig 

1 — 60 
wordt, nul wordt, of een eindige grootheid oplevert. Met 
het oog op het gestelde vraagstuk zal slechts het laatste 
geval ons bezig houden, en wij stellen 
LEN ar 0: 
n= 

Voor elke grootheid e hoe klein ook kan een waarde 

n, gevonden worden zoodat 


FO (dro). 


Kies nu p zoodanig als functie van n dat lim 
n= 00 


nj Pp 
Nn 


gelijk K zij. 
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Daar nu f(@n1) + f(2Qn4-3).... + f (Qn4-2p—1) het ver- 
schil der beide reeksen is en lim Pres Hast 


(ee 
1 Jh Sd d 
im D np 8 
beet opg) n= fo blogt =tlogk 


zoo moet volgens (À) Poesele verschil liggen tus- 
schen J(l—+-e) log k, en daar e willekeurig klein is heeft 
men dat het verschil der beide reeksen gelijk is aan 4 / log k, 

Dus indien lim »f(n)=l, en k de limiet van de verhou- 
ding van het aantal positieve termen tot het aantal nega- 
tieve termen, dan is de verandering in de som der reeks 
gegeven door 4/log k. 

In het onderhavige geval is l=1, k=a?,en daar de som 
der oorspronkelijke reeks gelijk log? is, zoo is de som der 
veranderde reeks gelijk aan log 2 + 4 log a? =log 2a, q. e.d, 

N.B. Het geval, waarin lim » f(n) gestadig tot oneindig 
nadert, kan de lezer gemakkelijk zelf onderzoeken. Voor 
het geval dat lim „f(n)tot nul zou naderen, kan hij een 
artikel van Pringsheim nazien in de Math. Annalen Band 
22, Seite 455. 


198. Als s de som is van n termen eener convergente reeks, 


welker som s is, dan ds; 
aen Pe, la Te 
(Whittaker, A course of Ab Analysis). 
Dr. H. v. D. KAMP. 


Opgelost door DR. H. v. D. KAMP en C, v. SPAENDONCK. 


Oplossing van DR. H. v. D. KAMP. 
Noemen we de termen der reeks bo, tijde d, dan 
kunnen we schrijven: 


— a ie 
é Tso ts LES = 


Zed toten be tikte) ord 
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=e tb tt, (ee NEN (LTR 


m—l 
Mr A a a Es 
EN, (e emi nn 
1 147 
zitt li dj 
a da 
e e 
1 | 
m | 
t (l— ELN) B 
m Ki 
Nemen we nu m zoo groot dat | Sin Ip | < €, waarin 


S mp de som van een willekeurig aantal termen na den 
m-den voorstelt, en e een willekeurig klein getal voorstelt, 
dan weten we, dat wegens de convergentie van de reeks 
hieraan kan worden voldaan onafhankelijk van de grootte 
van p. 

Nu weten we echter dat 


lim 


voor a=—= ec nul is, zoodat we de som der eerste (m1) 
termen ook aldus kunnen schrijven : 

waarin lim6—=o voor a= %. Duiden we de grootheden 
der nieuwe reeks door accenten aan, dan is dus voor 


lima= 0, 8, =S’, VOOT elke waarde van mm, en dus ook 


lim #__ == lim &_ =s. 
M= M= 00 


Oplossing van C. v. SPAENDONCK. 


Indien de reeks convergent is, dan kan men m altijd zoo 
kiezen dat 


Kam” | Ce, indien n 2 m. 
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Door « wordt gelijk gewoonlijk een willekeurig kleine 
grootheid aangegeven. 
Men heeft nu onmiddellijk 


en n a oo „Nn 
Dr DN rd KOER Be 9 
m Nn 


Stelt men nu den grootsten modulus van s—s ie gelijk aan 


K, wanneer » van o tot m—l verandert, dan heeft men 
de ongelijkheid 


ml _n ml. _n ml _n 

ze a ee Jer sE a 
se CX id eri OT ee) TRD) 

(0) nl 6) nn: ns 


Telt men de ongelijkheden (A) en (B) bij elkander op, dan 


4e —l 7 
| EED, | ede a 
d Á a de 
. . led! n …. 
Nu is lime “2 @& steeds gelijk aan nul voor elke 


0 n! 
waarde van m, mits a slechts groot genoeg genomen 
worde. En daar bovendien e willekeurig klein is, nadert 
de linkerhand-zijde der laatste ongelijkheid tot nul, waar- 
mede het gestelde is aangetoond. 


ml n 
Opmerking. Dat Lim e ®% > el tot nul nadert kan 


men op verschillende manieren bewijzen. 


5e hee de a° n 
Zij Antal tar Rh at Sk 
Men heeft: 5 
| B ES A1? en dus 

d —a —û dm 
z (1e An ) ie (Ar Ani) Al 
en daar 

le * A gelijk is aan nul voor ao, zoo heeft men 


a 


MM 
verder 1—-e ® A= | er dn 
m m\ 


0 
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De integraal rechts is steeds gelijk 1, wanneer a groot 
genoeg genomen wordt. Dus ee A nadert tot nul; m 


is hier wel is waar oneindig, doch het is geen verander- 
lijk getal; a daarentegen is een veranderlijk getal, dat 


ml n 
voortdurend grooter kan worden. Zal lim e “2 5 
(0) . 


gelijk aan nul worden, dan moet men a zoo groot maken 
dat zelfs het oneindige getal m niet meer met a verge- 
lijkbaar is. Immers alleen in dezen zin is de integraal 
gelijk aan de éénheid. In dezen zin moet ook het vraag- 
stuk worden opgevat. 


199. Men vraagt de kromme lijnen te bepalen, voor welke 
3 N 
DE SEL: ‚als ep, N, s en s, achtereenvolgens den krom- 
S % n t 
testraal, de normaal, de sub-normaal, en de subtangens in 
eenzelfde punt voorstellen. 


DR. J. ROSE. 


Opgelost door J. GROOTEN, DR. J. ROSE. 
Oplossing van DR. J. ROSE. 


Si r,‚7/,r’ désignent le rayon vecteur et ses derivées pre- 
mière et seconde par rapport à4 langle polaire, l'équation 
differentielle des courbes chercheés est, en coordonneés 
polaires: | 


3 3 
(ana J 9/2)? deden Jr/2)? 


a 


r? + 22 pn rr! r2 
prend 
ou ri rr! 0 OU == 0 
r r 
qui integrée donne 
dE ou es c 
PI RED pe 
1 
laquelle donne alt 
ou kens 


c'est-à-dire que ces courbes sont des spirales hyperboliques, 
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200. Als met (P) een paraboloïde, en met M een punt van 
de ruimte bedoeld wordt, vraagt men 

le. aan te toonen, dat de voetpunten der normalen uit M op 
(P) getrokken, een omwentelingsoppervlak (Q) van den Zen 
graad vormen, waarvan de as evenwijdig is met die van de 
paraboloïde (bekende eigenschap) ; 

2e. aan te toonen, dat het middelpunt O van (Q) het midden 
is van de lijn, die M met den top van (P) verbindt ; 

de. de meetkundige plaats van M te bepalen, di Ó over 
(P) beweegt ; 

4e, de enveloppe te bepalen van de bij Se PER opper- 
vlakken (Q). DRE ROSE: 


Opgelost door J. GROOTEN en DR. J. ROSE. 
Oplossing van J. GROOTEN. 


Zij P=t +5 200 en M («,@,y). Eene nor- 
maal in het punt (a/, 4’, 2/) der parabolotde heeft tot ver- 
gelijkingen 

et) 1 Ala! 
zoodat de normaal door M tot verg. heeft: 


nn rele 2 
en alle normalen uit M EEE voorgesteld door 
le ali g— gl =  —l 
waarin (@yz) een punt op P kunnen voorstellen. Nu is 


Bye) 


y= (a) 7) 


Vermenigvuldigen we (2) met y en EN met z, en tellen we na 
eene geringe herleiding de uitkomsten samen, dan komt er : 
ijs 1 2 22 KS 
Ane zo| alarm 
Hy? H 22 +2? — By —yz— de =0(4) 

Brengen we dit in verband met (4), dan vinden we voor 
de m.p. der voetpunten 
Oplossingen van Vraagstukken W. T. 8e Jg. Á 
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fr? dy? +2? — Zar — By —ye=0 


a ale ers en 
EA 
Dit is een omwentelingsoppervlak van den tweeden 


graad. Stellen Wer gt dan zijn de doorsneden in dit 
vlak cirkels. De omwentelingsas is dus de di. een 


rechte // de z-as. Het middelpunt O (5 ee 5 ligt midden 
op TM als T de top der paraboloïde is. Beweegt dit punt 
O zich over P dan vinden we de omhulde der vlakken (4) 
door «, 2, y uit (4) te elimineeren met de voorwaarden-verg. 
a\2 y\? 
(a) IE 
Let (5)=0 
se 


of wel 


a?  y? 
==  4a=05 
ea “== 0(5) 


(Vervangt men hierin «a, @, y door loopende coördinaten, 
dan heeft men de verg. der m. p. van M als O zich over 
P beweegt.) Maken we gebruik van de betrekkingen : 

òf dp Af dp _ Af dp 
da dy ALB Ay dy 


AL De et VOE 
Orel EINDE eden melk 
p q 
Hieruit volgt Pan y= Len dus volgens (5) 


2 2 
«=d Ean 1e | ‚ Ten slotte is de omhulde (4) 


ApS + 2ay? + 2e? py? J-qz =O 
Voor de hyperb. paraloloïde is ’t bewijs evenzoo. 


201. Door twee punten A en B van een plat vlak, denkt 
men alle hyperbolen, waarvan de asymptoten gegeven richtingen 
hebben. Door het punt C van het vlak trekt men een rechte 
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lijn, welke een der hyperbolen snijdt in Ren R', en AB in P. 
Te bewijzen dat PR X PR’ een constante waarde heeft. 
DR. J. ROSE. 


Opgelost door J. GROOTEN, Dr. J. ROSE. 


Oplossing van J. GROOTEN. 


Nemen we de gegeven asymptotenrichting aan voor assen- 
richting van een Cart. coörd. stelsel. We kunnen dan alle 
hyperbolen voorstellen door 

ay aa H By dy =0 (1) 
Omdat deze door de punten A (x,y) en B (x,y‚) gaan, 
kunnen we 2 der drie parameters berekenen. B.v. 
241 —Y0) —Y1Ye (1 — Lo) 
Lya —UrY1 
ge (Yi — Ye) —Y (4 — &2) 
Lia — LaV1 

We kozen den oorsprong der coörd. assen willekeurig ; 
dit zij het punt C. Eene rechte door C stellen we voor 
door @ =ap, y= be, en moeten nu a en 5 constant denken. 
Liggen er op deze rechten drie punten P‚R en R,‚ dan is 


PR X PR, = |a? +b? — 2ab cos w| (ep, — pa) (21 — #9) 


waarin w de hoek der coördinaatassen en dus de eerste 
factor eene constante is. Ligt P op AB dan isp, ook eene 
constante nl, 

en Lis — Ves 

b (a, — 2) —a (yi: —Y2) 

Bewijzen we nu nog, dat 
‚ — 01 (02 +23) +02 02 (6) 
constant is. 2 en e3 zijn de wortels van de verg. 
abo? Jaap Jbp Jy =0 

verkregen door in (1) &=ae en y=be te substitueeren. 


aa + bf 
ab 


Pa H 03 ST 


Og 3 bn 


(6) Wordt dan 
TE [ry Haae, +bAe, | 


Alleen de tweede factor is verder van belang en deze = 
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yd bei La (Yi — Ye) —AY1Y2 (A1 — Da) Je 
bete te LON — Ys — bw, — @2)] 
b(e, — La) —A (Yi — Ye) 
en di. inderdaad onafhankelijk van y, nl = 
bei © (yi — Yo) — AY1Ye (U — Lo) 
D(&, —®2) — A (Yi — Ye) 
Hiermee is bewezen, dat PR X PR, constant is voor alle 
hyperbolen. 


Oplossing van Dr. J. ROSE. 


Soient I et Y’ les points à l'infini des directions donneés; 
les hyperboles sont circonscrites au quadrilatère ABI’. 
Or d’aprês le théorême de Sturm toutes les coniques d'un 
faisceau ponctuel sont coupées par une sécante suivant 
des couples de points en involution. Dans le cas actuel 
puisque Il’ est la droite de l'infini, le eonjugué du point 
P est à linfini et par suite P est le point central de lin vo- 
lution. Donc PR. PR’ = constante. 


202. Bepaal de integraal van 
A Egk OEE CR 
(a+ be?) VIe? + 2e 1] À 
indien a en b hetzelfde teeken hebben. Geef een eenvoudiger 
oplossing voor het geval dat a=b=l, en bereken met deze 
oplossing het oppervlak der kromme (@° — n°)? +(y? — 1? =l. 
Onderzoek en schets de kromme. Bepaal de coördinaten der 
dubbelpunten en buigpunten. Waartoe naderen oppervlak en 
omtrek der kromme, indien n zeer groot wordt ? | 
C. v. SPAENDONCK. 


Opgelost door C. Vv. SPAENDONCK. 
Oplossing van C. Vv. SPAENDONCK. 


Beschouw eerst de functie 
1 1 
abe? * Vla? + 2e] 
tedere 
Stel y= 7 Te br? == mT: 
Laat nu y‚, y, de maximum en minimumwaarden van 
y zijn, &,, «> de overeenkomstige waarden van «. Men 
heeft dan 
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yi (bat V[(b—a)? +4 abe’), av, (a —b + V|(b—a) J 4abe?] 
Yo 2 ab ’ %z 2 be 
Gemakkelijk vindt men verder 
dy __ 2bele, — rp) (ae —&, 2) 
dan T2 
Stel eindelijk nog dax =[P (@ — #3) + P (a, —o)|de; P is 
be 
V[(b—a) +4 abe? | 


Volgens deze substituties heeft men nu: 


dan gelijk aan 


Pa) de P(x — 3) ARCEN, eit 
SPO Tm? V/y "_2bele, —e)(a—xs) 
neerd L, bcn dy 


2be Jet Wy 


en daar verder se —_x=WwT VS Ì Ei zoo wordt de inte- 


raal 4 EEn) rs COS IJ 
5 Vlyy, Et vj 


É deel 1 bad Vl(b—a)J- 4abe 
waarbij P/ = Ee V by, — —1}= oe a date 
Geheel op dezelfde wijze vindt men dat 
See gelijk is aan PP” bg cos h van 
TS | 


waarbij P/ —= 5 VL — by] Es Gels ve dabe?] 


Men heeft dus ten slotte 


1 da PRD Y 
VEE enen cosV/ 4 a 
ly 
PP” bg cosh \ + 
L q cos \ De 


Stelt men deze integraal gelijk K dan heeft men 


1x? dr dd 
liesl (5 Tp ze) K gelijk men op het 
oog ziet. 

De lezer kan de differentiaal zelf bepalen: om plaats 
te sparen laat ik ze in dezen vorm staan. Mocht y, nega- 
tief zijn zoo wordt de uitkomst gewijzigd wat den tweeden 
term van K aangaat. De waarde der eerste Been 


ly 1 
wordt dan K’ — PP’ bg sin Nen KAn PP” bg sin h Vv Sy, Vaar 


D4 


bij voor de symmetrie — bg cos vervangen is door bg sin; 
beide immers verschillen slechts door een constante nl. 5 
Bovenstaande methode is afkomstig van A. G. Greenhill. 


Hoe groote vereenvoudiging het geval a=b=l zou 
aanbrengen, toch zou men de zeer bewerkelijke differen- 
tieering naar a en b uit te voeren hebben. Ik zal dus 
een anderen weg inslaan, beschouw echter eerst de kromme. 

Zij dus U Ze? —n?)? +(y* —1)° —1=0. 

Men ziet terstond dat de kromme van beperkte afmeting 
is. De max. waarden van y levert de vgl. door x? — n° =0 
te stellen, die van «@ door y? —1==0te stellen. De kromme 
ligt dus besloten tusschen de lijnen (raaklijnen) 

n= [nl y= Erg. 

IT n=l. De vel. bestaat uit het produkt der twee fac- 
toren #° Hy? +ayl2—1=0, en de kromme ontaardt in 
twee congruente ellipsen, wier assen de koordinatenhoeken 
middendoor deelen, waarbij de groote as der eene ellips 
samenvalt met de kleine der andere en omgekeerd. De 
vier snijpunten der beide ellipsen liggen op de assen in 
de punten gl yen eN 

Om de lengte der assen te vinden substitueert men 
FV 2p voor & en y in een der vgl, en lost de komende 
vgl. in p op. 

Mensvand tels 122 


II eik 
$ 


Zoekt men de snijpunten der kromme met de assen dan 
ziet men dat # =+ n, 
y=o dubbelpunten 
zijn. Andere dubbel- 
punten heeft de 
kromme niet. Im- 
mers een kromme 
van den vierden 
graad kan hoogstens 
drie dubbelpunten hebben, en daar U symmetrisch ten 
opzichte der assen is, moet zij een even aantal dubbelpunten 
hebben. Om de richting der raaklijnen te vinden in de dubbel- 
punten verplaatst men den oorsprong naar deze laatsten. De 


St: 
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termen van den tweeden graad geven de raaklijnen. In dit 

gevals2n ge“ — y=). De raaklijnen zijn dus reëel. Ten 

opzichte van het middelpunt der kromme hebben zij de vgl. 
y=tV2.nledtn). 

Het onderzoek naar de buigpunten is lastiger en bewer- 
kelijker. Om ruimte te sparen geef ik slechts de hoofdlij- 
nen der bewerking. Voor elk buigpunt en dubbelpunt dan 
ontaardt de poolkegelsnede in twee rechten en omgekeerd. 
De poolkegelsnede van het punt xyz is 


d d on 7 MARE 
(Ee tnatt) Er=0. 
Deze bestaat uit twee rechten indien 


Sn —n? 0 One 
iS 0 Sy? —1l 2y —0 
2n° 2y Ant —n rv —y? 


of na vereenvoudiging indien 
y° Wy? +1) Ba? —n?) 4 n? By? — 1) w? — n°)? =0. 

Uit deze vgl. H en U kan men # of y elimineeren en 
zoo een vgl. krijgen ter bepaling der buigpunten. Men kan 
echter de eliminatie bekorten door op te merken, dat voor 
elk buiepunt en dubbelpunt de noemer van 2e nul is, 
dus y? (y? — 1)? Bx? — n°) + x° (a? — n°)? (By? — 1) =0. 

Deze vel. in verbinding gebracht met H levert 

ER ie) 
San 

Elimineert men uit deze vgl. en uit U beurtelings « en y 

dan verkrijgt men - 
(n*H1)y° —6ntyt (Ont —3)yt —2=0 
(n* 1) at — In? (nt —1) zt + 3 (n*—1l)? pi—n? (n“—1)? =0. 

In den loop der eliminatie zijn de factoren (#? — n°)? en 
ys weggevallen; deze echter behooren aan de dubbelpun- 
ten en komen voor de buigpunten niet in aanmerking. De 
oplossing der beide vgl. die als derdemachtsvgl. beschouwd 
slechts één reöelen, steeds positieven wortel hebben is 
gegeven door 

(nst 1) y? — nt =—(n? +1) B[(N? F1)? (n? — IJ 
—(n? — DB [02 — 12 (1? +1] 
(nt + 1) ©? —n? (nt —1)=(n? +1) B[(n? — 1)? (n? +1] — 
— (n? —1) P[(n? + 1)? (n° — I)]. 
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De kromme heeft dus voor nÒ 1, 12 buigpunten waar- 


van vier reëel en acht imaginair geheel in overeenstem- 
ming met de formule van Plücker die voor het aantal 
buigpunten geeft Bn (n —2)—6d waarbij n den graad der 
kromme en ò het aantal dubbelpunten aangeeft. 
Wij keeren terug tot de integraal en schrijven 
1 — x? dae EE bb (Ll — a?) (1 + DW) den IE 
(1 4 #2)? VT? Heal] 2} (14?) Te, 2 Hate] 
ren (1 —x?) (1 — v) de 
2 JAH?) VTe, ao? H2ate,*] 
waarbij e,2 — je gesteld is. 


Schrijft men nu verder de eerste integraal der rechter- 
zijde van bovenstaande identiteit dn de volgende wijze 


2 22 2 TEE 5 
(lr) Vlam ® dn B 
dan blijkt het dat men de volgende substitutie kan uitvoeren : 
2 
p= Vlet 
waardoor de integraal overgaat in ij VV [y? —c? +1] dy, 
terwijl een dergelijke substitutie voor den tweeden term 
gevonden wordt. De integreering heeft nu geen moeilijk- 


heid meer. 
De uitkomst is 


ze Vie ele ee 
2 
(et —Ibgeosh VLT Ie? 
c‚2—l 
2 2 
+ le trl V| l rele 
| Al 
Obere en. 


Wij gebruiken nu deze integraal ter berekening van het 
oppervlak der kromme ons beperkende tot het geval dat 
n<l. Wij verwijzen naar het figuurtje. 


5 


Men heeft Om f (yd) de tusschen de juiste grenzen 
genomen. 


. Ì 6 ds 
Stel nu #?—n? =sing: dan is dr —=À sle Et 
/ rd V[n? + sin 6] 
fi 
ERE 
en gy“ —Ì == cO0S6 of y= 6 
| oa sm 
Voor «? =n? —l is sin 0 —=— 1 
dk sin 4 —0 


nele SIN d=:|, 
Men kan dus elk punt der geheele lus door een waarde 
van 6 tusschen == en deg gelegen voorstellen. Slaat men 


goed acht op het teeken van sin 5 dan is het duidelijk, 


dat de bovenstaande integraal in functie van 9 voor ADC 
uitgedrukt wordt ren 


6 
GOS 4 (cos 5 5 + sin 5) dô 


4 Af 
TE 0) 


en voor BDC Re 
0 per el” 
cos 4 (cos g sin g)de 


[n° + sin 4] 


Es 
ge 
1 
0 


Dus na substitutie van 5 =—=t enz. wordt het geheele 
EDEN der lus voorgesteld do 


(LEL HB) dl td 
Ee den ICTer ee add [tr DT [nn] 


Dit En echter de integralen Se de waarde reeds 
gevonden werd. 
Het oppervlak der lus is dus gegeven door 
O= tr? |[n? +1) bg eot n —(n? — 1) be eoth nl. 
Als maximumwaarde van ” vonden wij 2, terwijl x 
steeds tusschen In? —1] en Vn? +1] ligt. Nu kan men 
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door » groot genoeg te nemen het verschil dezer abscis- 
sen kleiner maken dan een voorafgegeven grootheid e 
hoe klein ook. Het oppervlak der lus nadert dus tot nul 
indien » zeer groot wordt. 

Hetzelfde leert de uitdrukking voor O. Immers ontwik- 
kelt men bg cot en bg coth in een reeks volgens afdalende 
machten van » dan wordt 

Pz: 1 1 1 1 
on a an (— Bs da dn? mi ziet} 
en dit nadert duidelijk tot nul indien » zeer groot wordt. 

Op dezelfde wijze redeneerende als voor het oppervlak 
zou men reeds kunnen besluiten, dat de omtrek der kromme 
tot 21/2 moet naderen. Daar deze redeneering echter niet 
volkomen vertrouwbaar schijnt, zullen wij ze door de ana- 
lyse ondersteunen. Gemakkelijk vindt men indien S den 
omtrek voorstelt. 


Sl eens +2sin? 5de) 
vS 


Men kan nu gemakkelijk twee integralen aangeven 
waartusschen S ligt, en die beide te integreeren zijn. 
Volgens de definitie van een bepaalde integraal ziet 
men de juistheid der volgende ongelijkheid 


/ 
fue: ZJ sin — 
( dl BPS „20 ) 
fv 2 sin? 5 5d) (8 Vv +2 sin 5 
of. wel WSC zend 2 
ARE Ee NE 22, 


Voor dit grensgeval staan de raaklijnen in de dubbel- 
punten loodrecht op de «x-as, terwijl de ordinaat van het 
buigpunt (in het eerste kwadrant) tot de grens 12 nadert. 


Opmerking. Ter bepaling van het oppervlak der kromme 
bestaat er een veel kortere methode dan de gevolgde; 
de lezer zal ze zonder moeite zelf kunnen vinden. 
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203. Op een bol zijn twee cirkels geteekend, waarvan wel de 
vlakken, doch niet de omtrekken elkander snijden. 

Hoe moet men den bol plaatsen opdat stoffelijke punten, die 
van uit den omtrek van den eenen cirkel langs rechte lijnen 
vallen naar den omtrek van den anderen, evenveel tijd daarvoor 
noodig hebben, en hoe groot moet de wrijvingscoëfficient zijn ? 

F. J. VAES. 
Oplossing. 

Dit is slechts mogelijk, als de vlakken beide horizontaal 
zijn, en de onderste cirkel niet kleiner is dan de bovenste. 
De wrijvingshoek is de spherische straal van den boven- 
sten cirkel. 


204. Gevraagd binnen een A ABC een punt P zoo te be- 
palen, dat, wanneer men door dit punt lijnen DE, FG en HK 
trekt, respectievelijk evenwijdig aan AB, CA en BU, de punten 
D, K, F, EK, H, G op een cirkel liggen. 

H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door ANDRé OLIVIER, H. G. A. VERKAART, 
C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART. 


We onderzoeken eerst, waar men op de basis van een 
driehoek het punt Q moet zoeken, zoodanig gelegen, dat 
als men door dat punt lijnen trekt, evenwijdig aan de op- 
staande zijden, de snijpunten met de opstaande zijden op 
een cirkel liggen met de uiteinden der basis. Zij ABC de 
A, en QR en QS de lijnen uit Q // AC en BCO. Wegens 
het gestelde hebben we CS Xb =CR Xa. In verband met 
CS:BQ =b:e en CR:AQ=a:c, volgt hieruit AQ: BQ = 
—=a?:b?. CQ is dus de symmediaan uit C. Daar deze lijn 
dezelfde blijft, als AB zich evenwijdig aan zichzelve ver- 
plaatst, volgt hieruit, dat het gevraagde punt P het punt 
van Lemoine is. 

De heer Wafelbakker komt langs algebraïschen weg tot 
hetzelfde resultaat, en merkt tevens op, dat het middelpunt 
van den cirkel door de zes punten in het midden der rechte 
liet, die het middelpunt van cirkel ABC verbindt met 
het punt van Lemoine. 

(Vergelijk: Casey, Sequel, Section III, Prop. 1.) 
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Oplossing van ANDRÉ OLIVIER. 


Daar we weten dat D, K, F, E,‚, H en G op een cirkel 
liggen is dus: 

AD.AK =AG.AH 
of AD:AG =AH: AK. 

Hieruit volgt A ADG @ A AHK, zoodat DG antiparallel is 
met KH, (dus ook met CB). Trekt men de lijn AP, dan is 
deze diagonaal van ’t parallelogram ADPG, en dus deelt 
hij de andere diagonaal DG middendoor, Is dus zwaarte- 
lijn in A ADG. En daar DG antiparallel is met AB, zal 
dus AP een symmediaan zijn in A ABC. Evenzoo voor 
BP en CP. Het punt P is dus het snijpunt der symmedi- 
anen van A ABC, zijnde het punt van Lemoine. 


205. A. Hen cirkel te beschrijven, die een geg. cirkel in dia- 
metrale punten snijdt, een geg. rechte raakt, en waarvan het 
middelpunt op een geg. lijn ligt. 

B. Hen cirkel te beschrijven, die door een geg. punt gaat, 
en a) twee geg. cirkels rechthoekig snijdt; b) een geg. cirkel 
rechthoekig en een anderen gegeven cirkel in diametrale punten 
snijdt (vraagstuk 137 bladz. 40, Sen jaargang) c) twee geg. 
cirkels in diametrale punten snijdt. 

C. Een cirkel te beschrijven, die een geg. lijn raakt, en a) 
twee geg. cirkels rechthoekig snijdt; b) een geg. cirkel rechthoe- 
kig, en een anderen geg. cirkel in diametrale punten snijdt; c) 
twee gegeven cirkels in diametrale punten snijdt. 

J. A. WERTENBROEK. 


Opgelost door Mej. DR. A. A. DALHUISEN, J. GROOTEN, 
J. A. WERTENBROEK [Ba (2e opl.); Bb (3e opl.); Be (8e opl.).| 
Oplossingen van J. GROOTEN. 

A. De m. p. van ’t middelpunt eens cirkels Cs die een 


cirkel C, in diametraal gelegen punten snijdt en eene 
gegeven recht /, raakt is eene parabool. 
Immers zijn De =p yr) 
el 
c (ea? Hy pt =0 
dan is, omdat de contactkoorde van C, en CG, door den 


oorsprong gaat. 


ON er 
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le. ard B? Aro =0 
en omdat /, raaklijn aan Ge iS: 
2e. ee —(y,— B) =0 


zoodat ten slotte 
a? + 28y, ne nn 

De lijn uit het middelpunt M‚ van C, op !, neergelaten 
is as van symetrie. Zij het voetpunt P. Trek door M, 
eene middellijn // Z, nl. AB. Deel AP | middendoor: 
deze middelloodlijn snijdt M‚P in den top T der parabool. 
De richtlijn d ligt aan den kant van !, op een afstand 
5 van T, en het brandpunt F ligt op denzelfden afstand 
van T naar de tegenovergestelde zijde. 

Vervolgens moeten we de snijpunten bepalen dezer 
parabool met !,, de andere gegeven rechte. Zoek het 
spiegelbeeld F, van F ten opz. van l,, en beschrijf de 
beide cirkels, die door F en F,‚ gaan, en raken aan de 
richtlijn d. Elke cirkel heeft tot middelpunt één der snij- 
punten van de parabool met /. 

Mocht FF, // d zijn, dan ligt er in het eindige maar 1 
snijpunt, zooals behoort, omdat in dit geval U, // M‚P, de 
as is. Liggen F en F, aan verschillenden kant van d, 
dan is er geen enkel reëel snijpunt. Ligt F opl, dan trekt 
men in F eene loodlijn op 4, : deze is dan raaklijn aan de 
beide cirkels, die voldoen. 

Ca. De m. p. der middelpunten van alle cirkels die C, 
en C, orthogonaal snijden is de chordaal. 

We kunnen deze construeeren. 

De m. p. van het middelpunt eens cirkels, die C ortho- 
gononaal snijdt, en raakt aan eene rechte l, is eene parabool. 

Immers zij C=&° +(y—y‚) —r? =0 

L=y=0 
OZ ae)? +(y B — et =0 
dan is, omdat C ja C,‚ 1 snijdt: 


at Hy: — B) =r? Jo? 
En omdat Ger raakt aan y=0 is 2—=p 
zoodat atd (y, Br, +2 
of a == B A-ri— yi? 
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Van deze parabool is de y-as een as van symetrie en 
y,‚ de parameter. Laten we uit het middelpunt M van C 
op l een loodlijn neer, met P tot voetpunt, dan beschrijven 
we een cirkel, die / raakt in P, en die C orthogonaal snijdt. 
Het middelpunt van dien cirkel is de top der parabool. 


9 


u 


De straal Ae ‚_ Brandpunt F en richtlijn d zijn nu 
1 


op eenvoudige wijze te construeeren. | 

Zoeken we nu de snijpunten van de chordaal der cirkels 
C,‚ en C, met deze parabool (zie 205 A), dan vinden we 
2, 1 of geen middelpunten en alzoo 2, 1 of geen cirkels, 
die voldoen. 

Cb. De m. p. van het middelpunt der cirkels, die C, 
rechthoekig, en C, volgens diametraal liggende punten 
snijdt is een rechte, die we reeds kennen. 

Verder kan men het vraagstuk oplossen volgens 205 A 
of volgens 205 Ca. 

Ce. De m. p. der middelpunten van alle cirkels, die C, 
en C, volgens diametraal liggende punten snijden is eene 
rechte, die we kennen. Verder is de constructie gelijk 
aan die van nr. 205 A. 


Opmerking van J. A. WERTENBROEK. 


In de vraagstukken 205 B en C blijft de wijze van con- 
strueeren onveranderd gelden, als één, of meer der geg. 
cirkels in punten overgaan. 


Oplossingen van J. A. WERTENBROEK. 

A. Zij M de geg. cirkel, AB de lijn waarop het middel- 
punt van den gevraagden cirkel moet liggen, en CD de 
geg. lijn, waaraan die cirkel moet raken. Laat nu uit M 
een loodlijn op AB neer, welke loodlijn de lijn CD in N 
snijdt. Beschouw vervolgens AB als de meetk. plaats van 
de middelpunten der cirkels, welke cirkel M in diametrale 
punten, en een cirkel met N tot middelpunt rechthoekig 
snijden. De straal van dezen laatsten cirkel wordt ge- 
vonden, door uit een willekeurig punt op AB als middel- 
punt, een cirkel O te beschrijven, welke cirkel M in dia- 
metrale punten snijdt. De straal van cirkel N wordt nu 
gevonden, daar uit N (indien mogelijk) aan den hulpcirkel 
een raaklijn te trekken. Het punt waarin de gevraagde 
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cirkel CD raakt, vindt men als snijpunt van cirkel N met 
die lijn. De cirkel is nu verder gemakkelijk te construeeren. 

Daar cirkel N, CD steeds in 2 punten snijdt, vindt men 
in ’t algemeen 2 cirkels. Deze cirkels hebben MN tot 
machtlijn. Hunne snijpunten liggen dus op MN. Er voldoet 
1 cirkel, als cirkel O door N gaat, en als AB ! CD. Ligt 
N binnen cirkel O, dan is er geen cirkel. 

Ba. De constructie komt neer op het vinden van het 
middelpunt van den gevraagden cirkel. Dit middelpunt 
moet aan twee voorwaarden voldoen: 1) de raaklijnen uit 
dit punt aan de beide gegeven cirkels getrokken, moeten 
gelijk zijn, en 2) de afstand van het punt tot het gegeven 
punt moet gelijk zijn aan zoo’n raaklijn. Met deze beide 
voorwaarden correspondeeren twee bekende meetkundige 
plaatsen (machtlijnen). Het middelpunt van den gevraagden 
cirkel wordt dus gevonden als snijpunt van die meet- 
kundige plaatsen. 

b. Het is gemakkelijk te bewijzen, dat het stelsel cir- 
kels, welke de twee gegeven cirkels op de gevraagde 
wijze snijden, twee punten, gelegen op de verbindingslijn 
van de middelpunten dier cirkels, gemeen hebben. Dus 
ook de gevraagde cirkel moet door die twee punten gaan, 
en verder door het gegeven punt. Daar men nu drie pun- 
ten op zijn omtrek kent, is hij gemakkelijk te construeeren. 

c. Het is gemakkelijk te bewijzen, dat het stelsel cirkels, 
welke de twee gegeven cirkels op de gevraagde wijze 
snijden, twee punten, gelegen op de verbindingslijn van 
de middelpunten dier cirkels, gemeen hebben. Dus ook 
de gevraagde cirkel moet door die twee punten gaan, en 
verder door het gegeven punt. Daar men nu drie punten 
van zijn’ omtrek kent, is hij gemakkelijk te construeeren. 

ben c. 2e opl. Ook in deze gevallen trekt men door 
het gegeven punt lijnen door de middelpunten van de 
gegeven cirkels, en bepaalt op die lijnen punten van den 
gevraagden cirkel. Moet de bijbehoorende cirkel in dia- 
metrale punten gesneden worden, dan bepaalt men eerst 
het 4de harmonische punt tot het gegeven punt en de 
snijpunten van de getrokken lijn met den cirkel, waarbij 
deze snijpunten verwante punten zijn. Daarna neemt men 
op de getrokken lijn het punt symmetrisch met het ge- 
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vonden punt t.o. z. van het middelpunt van den cirkel. 

Ca. Men bepaalt de machtlijn van de gegeven cirkels 
M en N, en beschrijft daarna een cirkel welke M en N 
rechthoekig snijdt. Daarna trekt men uit het snijpunt S 
van de gegeven lijn met MN de raaklijn Sr aan den ge- 
trokken cirkel. Door Sr van uit S op de gegeven lijn uit 
te zetten vindt men het raakpunt op de gegeven lijn. Men 
vindt 2, 1 of geen cirkel (zie 205A). b. en c. zijn gemak- 
kelijk tot 205A terug te brengen. 


206. Trekt men door twee punten op een parabool de voer- 
stralen en de middellijnen, zoo is er een cirkel mogelijk, die 
deze vier lijnen raakt. 

(Men zie Vraagstuk 96, jaarg. 5, bladz. 13.) 

P. BAKKER. 


Opgelost door P. BAKKER, H. DE BROUWER, J. GROOTEN, 
C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van P, BAKKER. 


Men kan nagaan, in hoeverre het vraagstuk voor een 
parabool doorgaat. Neemt men op een parabool twee pun- 
ten P en Q ter weerszijden van de as, en trekt men de 
voerstralen PF en QF benevens de lijnen AA’ en BB’ 
evenwijdig aan de as; vervolgens de bissectrices PS en 
QS van ZFPA en Z FQB, dan ligt het snijpunt S hiervan 
even ver van PA als van PF; ook even ver van QB als 
van OF, maar omdat PS en QS raaklijnen zijn, ligt S op 
de middellijn, die de koorde PQ, halveert, dus ook evenver 
van AA’ als van BB’. Hieruit volgt, dat er een cirkel mo- 
gelijk is, die uit S als middelpunt wordt beschreven, en de 
lijnen AP, PF, FQ en QA raakt. 

Gaat de gebroken lijn PQ, over in een koorde door het 
brandpunt, dan is S van deze koorde de pool: het raak- 
punt van den cirkel met de koorde is het brandpunt F, 
waaruit dan weer de bekende eigenschap volgt, dat de 
lijn die het punt S (de pool) met het brandpunt verbindt, 
loodrecht op de koorde staat. 

Ook als men P en GQ, aan denzelfden kant van de as 
neemt, is een raakcirkel mogelijk. 
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Examen-Opgaven in 1909 en 1910,’ 


TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


PROPADEUTISCHE EXAMENS 1909, NA DE ZOMERVACANTIE. 


Theoretische Mechanica voor Technologen. 


1. Een homogene staaf 4B, ter lengte van / cM, is draai- 
baar om een horizontale as door het eene uiteinde 4 ; deze 
as staat loodrecht op de staaf. De staaf wordt uit den hori- 
zontalen beginstand zonder beginsnelheid losgelaten. Bij 
het passeeren van den vertikalen stand heeft het uiteinde 
B een snelheid van / dM per sec. verkregen. Hoe lang is 
de staaf ? (y= 10 M). 

2. In den oorsprong Ó van een rechthoekig coördinaten- 
stelsel in het platte vlak bevindt zich een aantrekkend 
centrum, dat een deeltje met massa m, als dit op een af- 
stand 7 van Ó verwijderd is, met een kracht m u?r aantrekt. 

Op het tijdstip t—=0 bevindt zich dit massadeeltje op 
de X-as op een afstand a van O en heeft het een snelheid 
vo evenwijdig aan de Y-as. 

Bepaal de vergelijking van de baan van dit deeltje en 
bereken den omloopstijd. Bepaal v, zoo, dat de baan door 
het punt gaat, waarvan beide coördinaten %/; a zijn. In 
welk punt der bij deze v, behoorende baan is de snelheid 
het grootst en hoe groot is die snelheid daar ? 

8. Een cylindervormige buis met een massa M ligt met 
een beschrijvende lijn op een horizontaal vlak. De straal 
van den buitencylinder is A. De holte heeft dezelfde as 
als die cylinder en een straal '/, A. Aanvankelijk heeft 


1) Om plaats te winnen voor de wiskunde-opgaven, zijn de opgaven 
voor natuurkunde aan de Technische Hoogeschool, waarmede in den 
zevenden jaargang een begin was gemaakt, niet voortgezet. Deze zullen 
ook in het vervolg worden weggelaten, evenals de opgaven voor toegepaste 
mechanica, die zonder figuren dikwijls lange omschrijving noodig maken, en 
de opgaven van de eindexamens der hoogere burgerscholen, welke in 
boekvorm verkrijgbaar zijn. 

Wiskundig Tijdschrift, 8ste Jaargang. 1 
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de buis een hoeksnelheid w, om de lichaamsas, maar geen 
voortgaande snelheid. Door de wrijving gaat de beweging 
na eenigen tijd in een zuiver rollende over. 

Bewijs, dat het traagheidsmoment van de buis om de 
lichaamsas °/; MR? is. 

Bereken de verhouding tusschen het oorspronkelijke 
arbeidsvermogen van beweging en dat, nadat zuivere rol- 
ling is ingetreden. 


Theoretische Mechanica. 


1. Een holle kubus, ribbe holte 2a, met een gelijkslachtige 
vloeistof gevuld, wentelt met een hoeksnelheid w om een 
der ribben van de holte als vertikale as. 

Hoe groot is de druk van de vloeistof op het grondvlak 
van den kubus, als aangenomen wordt, dat de druk in het 
hoekpunt van het bovenvlak, dat in de wentelingas is ge- 
legen, gelijk nul is? 

2. Een stoffelijk punt beschrijft, alleen onder de werking 
van een kracht, die voortdurend door een vast punt is 
gericht, de baan, waarvan de vergelijking op poolcoördi- 
naten, met de pool in genoemd vast punt, is 

remi eelieged 

Volgens welke wet werkt de kracht ? 

8. Een gelijkslachtige staaf rust met een harer uiteinden 
op een horizontaal, met het andere einde tegen een verticaal 
vlak, in een stand, waarbij het verticale vlak door de staaf 
loodrecht staat op beide steunvlakken, en zij een hoek « 
met het horizontale vlak maakt. 

Als de staaf alleen door haar gewicht wordt bewogen, 
wordt gevraagd te berekenen, in welken stand de staaf het 
verticale steunvlak zal verlaten. | 


Eindexamen der H. B. S. in Ned.-Indië 1909. 
Reken- en Stelkunde. 


1. Op de gemeente A rust de verplichting tot onderhoud 
eener brug in een naburige gemeente B. Bij opname der 
brug blijkt, dat deze in de eerste 2 jaren geen reparatie 
zal behoeven, doch dat daarna /300— voor herstelling zal 


a} 


noodig zijn, welke uitgaaf zich vervolgens elke 5 jaren zal 
herhalen. Door betaling van welke som ineens kan de 
gemeente A de verplichting tot onderhoud afkoopen, als 
de rentevoet 4 is ? 

2. Van een rekenkundige reeks zijn de beide uiterste 
termen —4 en 11, en van een andere rekenkundige reeks 
is de middelste term 9. De som van alle termen dezer 
beide reeksen gezamenlijk is 66. Bepaal de le reeks. 

9. Voor welke waarden van a heeft de vergelijking 

Rd 3=a 


2 reëele wortels ? 
Gonio- en Triogonometrie. 


1. Welke waarden van « voldoen aan de vergelijking : 

sin 3x coS”—13 cos 3m sin » —=0. 

2. Men geeft van een trapezium de twee evenwijdige 
zijden 5 en 2, de hoogte V”3 en den hoek, welke de ver- 
lengden der twee niet-evenwijdige zijden vormen == 60°, 
Bereken de lengte dezer zijden, 

8. Van A ABC is de loodlijn uit B op AC neergelaten 
355, de loodlijn uit C op AB neergelaten 252, en de hoek, 
die deze loodlijnen met elkaar maken, 114° 31’ 46”, 

Hoe groot zijn de zijden van dezen driehoek ® 


Pland-Stereometrie. 


1. Van een driehoek zijn gegeven : 
Zijde BC =a 
mediaan AD =d 
„de projectie van AC op AB =g. 

Men vraagt met deze gegevens driehoek ABC te con- 
strueeren. 

2. Wanneer de opstaande zijvlakken van een afgeknotte 
regelmatige achtzijdige pyramide hoeken van 45° met het 
grondvlak maken, terwiji binnen dit lichaam een bol kan 
worden beschreven, vraagt men naar den afstand van 
grond- en bovenvlak, als de ribbe van ’t grondvlak 8 cM is. 

3. In een rechthoekig trapezium, waarvan de opstaande 
zijden 20 en 25 zijn, en waarin een cirkel kan worden be- 
schreven, wordt de ingeschreven cirkel geconstrueerd, Men 
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vraagt den inhoud te bepalen van het lichaam, dat ontstaat, 
door de figuur HEC om de middellijn HMF als draaiingsas 
te laten wentelen (H en F' zijn raakpunten, C het hoekpunt 
van den stompen hoek). 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Door een gegeven punt een lijn te trekken, even- 
wijdig aan een gegeven vlak en die een gegeven lijn snijdt. 

2, In een gegeven vlak een punt te bepalen op gelijke 
afstanden gelegen van drie gegeven punten. 

3. Van een vierkant ABCD zijn de projectiën van A en 
B gegeven en loopt de zijde AD evenwijdig aan het hori- 
zontale vlak. 

Construeer de projectiën van dit vierkant. 


Mechanica. 


1. Bewijs dat: 

De som der momenten van twee elkaar snijdende krach- 
ten ten opzichte van een punt, naar willekeur in het vlak 
dier krachten aangenomen, gelijk is aan het moment der 
resultante van die krachten met betrekking tot datzelfde 
punt. 

2. Van het eene hoekpunt van een kubus, die een ribbe 
van 50 cM. heeft, denke men zich rechte lijnen naar de 
overige zeven hoekpunten getrokken. Deze zeven rechte 
lijnen moeten nu in richting en in grootte (1 cM.=1K.G.) 
krachten voorstellen, die op het eerstgenoemde hoekpunt 
werken. Hoe groot is de resultante dier zeven krachten, 
en hoe groot zijn de scherpe hoeken, die haar richting 
maakt met de drie ribben, die in dat hoekpunt samenkomen ? 

9. Een gelijkzijdige driehoek, waarvan de zijden a zijn, 
rust in evenwicht op twee hellende vlakken, die met de 
hoeken a en a/ op den horizon hellen. Men vraagt den 
hoek @ te bepalen, dien de basis AB met het horizontale 
vlak maakt. De wrijving wordt niet in rekening gebracht. 


Natuurkunde. 


1, Een aan beide zijden open buis, die 3 M. lang is, 
wordt voor twee derde van zijn lengte gedompeld in een 
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vloeistof van 1,7 S. Gewicht. De temperatuur is 0° C. 
Daarna wordt die buis opgehaald na van boven gesloten 
te zijn, tot dat het benedeneinde nog 20 cM. in de vloeistof 
steekt. De temperatuur is nu 30°. Gevraagd hoe hoog de 
_ vloeistof dan in de buis staat, als de uitzetting van vloeistof 
en buis verwaarloosd worden. 

Barometerstand = 75 cM. 

2. 45 eM vóór een biconvexe lens (f=27 cM.) staat een 
voorwerp lang 10 eM., terwijl achter die lens op een af- 
stand van 42.5 cM. een biconcave lens geplaatst is (/== 40 cM.) 
zóó dat de hoofdassen samenvallen. 

Gevraagd de plaats van het eindbeeld te berekenen en 
te construeeren en de lengte van het beeld te bepalen. 

3. Men heeft een batterij van 24 Bunsensche elementen 
en een sluitdraad waarin een tangenten-boussole geplaatst 
is. Weerstand sluitdraad (zonder de boussole) == 0,8 Ohms. 

Om de houten ring van de boussole waarvan de straal 
— 20) CM. is een geïsoleerde koperdraad gewikkeld van 
0.05 vierkante mM. doorsnede. 

Verbindt men de cellen tot groepen van drie naast 
elkaar, welke groepen weder achter elkaar verbonden 
worden en laat men den stroom gaan door twee windingen 
van de boussole dan wijkt de naald 25° uit. 

Maakt men daarentegen groepen van twee naast elkaar, 
die weder achter elkaar gekoppeld worden en laat men 
den stroom gaan door vijf windingen van de boussole, dan 
wijkt de naald 42° 19’ uit. 

Gevraagd de inwendige weerstand van een element. 

Soortelijke weerstand van koper — 0.000002 Ohms. 

4. Hoe kan men den vochtigheidstoestand van de lucht 
bepalen ? 


WISKUNDE L. O. 1909. 
Stelkunde (24 uur). 


1. Voor welke bestaanbare waarden van @ wordt 
dut + 182 — 118 
vt — 2? — 35 
grooter dan 2 en voor welke kleiner dan 2? 
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2. Men vraagt te bewijzen, dat de vergelijking 
(@ — a)? — (1 + Mm?) (ae —b) (@ —C) =0 

bestaanbare wortels heeft voor waarden van m grooter of 
kleiner dan 0, en de voorwaarde voor de gelijkheid dezer 
wortels op te sporen. 

8. Bereken « uit 

—d 
27 Jog (w —4) 1" log V (2? — 12e —5). 


Planimetrie (24 uur). 


1. In een driehoek is een cirkel beschreven. Men trekt 
aan dien cirkel drie raaklijnen, resp. evenwijdig aan de 
zijden van den driehoek. Die raaklijnen snijden van den 
oorspronkelijken driehoek drie driehoeken af. Het gedurig 
product hunner oppervlakken, vermenigvuldigd met het 
oppervlak van den oorspronkelijken driehoek, is gelijk aan 
de 8ste macht van den straal van den ingeschreven cirkel. 
Bewijs dat. 

2. Om A ABC is een cirkel beschreven met het middel- 
punt M. Men beschrijft nog twee cirkels, waarvan de 
eerste door A, B en M gaat, en de tweede AC in C raakt, 
en BC in B snijdt. Die cirkels snijden elkaar in B en 0. 

Bewijs, dat AOn BO AG Bee. 

8. Door de middens D en E der zijden AC en BC van 
A ABC trekt men buitenwaarts de lijnen DG en EH, zoodat 
LOD GEH =S 05 DES DE eng Ee 

Als K het voetpunt der hoogtelijn op AB is, en F het 
midden van AB, bewijs dan dat de cirkel met HG tot mid- 
dellijn door K en F gaat. 


Stereometrie (24 uur). 


1. Evenwijdig aan het platte grensvlak van een gegeven 
halven bol (straal=®R) is op het bolvormig gedeelte een 
kleine cirkel getrokken, waarvan het oppervlak achtmaal 
zoo klein is als het bolvormig oppervlak van dien halven 
bol. Met de middelpunten van dezen cirkel en den daaraan 
evenwijdigen grooten cirkel als top zijn verder twee kegel- 
vlakken geconstrueerd, die de cirkels zelven tot richtlijn 
hebben. Er wordt gevraagd den inhoud te berekenen van 
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dat deel van den halven bol, dat bwiten genoemde kegel- 
vlakken gelegen is. 

2. In een scheeven cirkelvormigen kegel deelt men 
telkens den hoek tusschen de as van den kegel en een 
straal van het grondvlak middendoor. Wat is de meet- 
kundige plaats dier deellijnen? Bereken de verhouding 
van de inhouden der deelen, waarin bedoelde meetkundige 
plaats den kegel verdeelt, indien de as van den kegel 
gelijk is aan tweemaal den straal van het grondvlak. 

3. Van een scheeven vierhoek ABCD staan de zijden 
AB =a en DC =e loodrecht op de zijde BC —=b. Gevraagd 
de lengte van de vierde zijde AD te berekenen, als de 
afstand van de kruisende zijden BC en AD zoo groot 
mogelijk is ? 


Gonio- en Trigonometrie (24 uur). 


1. In A ABC deelt AD / A middendoor. Indien verder 

gegeven is: 
Opp A ACD 
Opp A ABD 
vraagt men te bewijzen, dat de driehoek gelijkbeenig is. 

2. Bepaal alle waarden van #, die voldoen aan de ver- 
gelijking: Sin 5e — sin &@ + COS # — COS 3  = 

=tg (22e —E) XC 4 sine + eos). 

ò. Van AABC zijn gegeven: de zijde BC =9,15 cM., 
de straal van den ingeschreven cirkel =23 cM., de straal 
van den aangeschreven cirkel aan de zijde BC =7.5 cM. 
Men vraagt de hoeken van den driehoek te berekenen. 


— cotg CX cost B + sin 4 B —1 


WISKUNDE M.O. K!, 1909, 


Meetkunde (S uren). 


1. Op elk der zijden van een willekeurigen driehoek 
beschrijft men buitenwaarts een geliĳjkzijdigen driehoek: 
op BC den driehoek BCA,, op CA den driehoek CAB,, 
op AB den driehoek ABC,. Te bewijzen: 

1°. De lijnen AA,, BB, en CC, zijn even lang. 

20, Zij gaan door één punt N, waaruit men, als N binnen 
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ABC ligt, de zijden van ABC onder hoeken van 120° ziet. 

3%, Als N binnen ABC ligt, is AN HBN HCN=AA,. 
Wat wordt hiervan, als N buiten ABC is gelegen ? 

2. Gegeven is een bol en een punt A op dien bol. 
Bewijs dat de kegel, die A tot top en een willekeurigen 
cirkel van den bol tot richtlijn heeft, door elk vlak even- 
wijdig aan het vlak, dat den bol in A aanraakt, volgens 
een cirkel gesneden wordt. 

8. Gegeven is een scheeve vierhoek ABCD en het punt 
P. Men legt vlakken door P en de zijden AB, BC, CD, DA, 
die de overstaande zijden respectievelijk in de punten B, 
F, G, H snijden. Bewijs dat men heeft 


AG _ BH CE DE __ 
BG CH DE “AFT 


A 


Trigonometrie (24 uur). 


1. Bepaal # uit de vergelijking 
En 7 
MEN ent 

2. In een geliĳjkzijdigen boldriehoek met hoeken van 
120° zijn 3 gelijke kleine cirkels zoodanig beschreven, 
dat elk hunner aan de beide anderen en aan 2 zijden 
van den driehoek raakt. 

Bewijs, dat de stralen van deze cirkels 30°, en dat 
hunne middelpunten polen der zijden van den gegeven 
driehoek zijn. 

8. Van den vlakken vierhoek ABCD is gegeven: 


CD =100 
A =25° 14’ 3 
B=30° 52" 


ZOAB TODD 
LD BA leende 
Gevraagd de zijde AB te berekenen. 


Stelkunde (5 uren). 


1. Van de vergelijking 
a dpa? qed r=0 


zijn de wortels a, b en c. 
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Men vraagt de vergelijking, die tot wortels heeft 
—adbe, a—-bd-eenatb—c. 

2. Men vraagt te bewijzen de identieke vergelijking 

n 1 


te er EE ° 
N_4 _Yy—- VEA ens Ga — 
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als hierin « het complexe getal e * beteekent. 
Verder wordt verlangd, door middel van de substitutie 


es uit deze vergelijking de onderstaande af te leiden 


nootns=cote; cotfs— d +cot - 7 J.H corfs— a). 
5. De vergelijking 

43 124-150, 

die twee complexe wortels heeft, op te lossen door toe- 

passing van de goniometrische methode, die gewoonlijk 


op vergelijkingen met alleen ‘bestaanbare wortels wordt 
toegepast. 


Analytische Meetkunde (2% uren). 


1. O is de top, P een willekeurig punt van een para- 
bool; de raaklijnen in die punten snijden elkaar in S. 
Verder is Q, een vast punt in het vlak der parabool. 

Toon aan, dat de meetkundige plaats van het snijpunt 
der lijnen OP en QS een kegelsnede is, en ga na waar 
het punt Q, moet liggen, opdat deze kegelsnede ook een 
parabool zij. 

2. In de gelijkzijdige hyperbool ay =c? trekt men een 
stelsel evenwijdige koorden. Bewijs dat de cirkels, welke 
die koorden tot middellijnen hebben, door twee vaste 
punten der hyperbool gaan. 

5. Bepaal de vergelijkingen der gelijkzijdige hyperbolen, 
die het punt (1,0) tot brandpunt, de lijn 2e =y tot asymp- 
toot hebben. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Gegeven drie punten A, B en C, Gevraagd een bol 
te construeeren, die door deze punten gaat en H aanraakt. 
(H is het horizontale, V het verticale projectievlak). 
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De punten A en B liggen in V; A 3 ecM. en B 7 cM. 
boven H. De horizontale projectie van B ligt 7 cM. rechts 
van die van ÀA. Het punt C ligt 1 cM. boven H, 4 cM. 
vóór V; de lijn, die in de teekening de beide projecties 
van C verbindt ligt 4 cM. rechts van de lijn, die de beide 
projecties van A verbindt. 

2. De doorsnede te teekenen van eene regelmatige, 
zeszijdige pyramide met een vlak. De top T der pyra- 
mide ligt in H, 8 eM vóór V ; het grondvlak ligt in een 
vlak, evenwijdig aan en 10 eM. boven H. De zijde van 
den regelmatigen zeshoek in het grondvlak is 4 cM. lang ; 
twee zijden van dien zeshoek zijn evenwijdig aan V. 

Het snijdende vlak heeft tot doorgang met H eene lijn, 
die de as van projectie snijdt in een punt A, 12 eM. links 
van de horizontale projectie van den top, en die een hoek 
van 60° met de as maakt (opening van den hoek naar 
rechts). Bovendien gaat het vlak door het midden der 
loodlijn uit den top op het grondvlak neergelaten. 

Het stuk der pyramide, begrepen tusschen den top en 
het snijdende vlak, wordt verder om den horizontalen 
doorgang van dit vlak gewenteld (naar links), tot het vlak 
met H samenvalt. Gevraagd de beide projecties van dit 
stuk in dien nieuwen stand te teekenen. 


THEORETISCHE EN TOEGEPASTE MECHANICA Ko, 


1. Twee plankjes (lengte =a) zijn verbonden door een 
horizontaal scharnier, waaraan zij hangen. Een koord 
(lengte =3a), gaande door twee ringen, die zich aan de 
onderzijden der plankjes bevinden, is met de beide uit- 
einden bevestigd aan een vrij hangend gewicht P, Tus- 
schen de plankjes, die een hoek van 60° met elkaar maken, 
bevindt zich een horizontale cylinder (straal=ta, ge- 
wicht =Q,, die door den wrijvingsweerstand in evenwicht 
wordt gehouden. 

De wrijvingscoëfficient tusschen de plankjes en den 
cylinder is 3, terwijl verwaarloosd mogen worden : 

le. de overige wrijvingsweerstanden ; 

2e. stramheid, rekbaarheid en gewicht van het koord; 
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se. het gewicht der plankjes, en 

4e. alle vormveranderingen der deelen van het samenstel. 

Welke is de verhouding van P tot Q ? 

2. In de hoekpunten van een regelmatigen zeshoek 
(zijde 1 M.) met twee verticale zijden, bevinden zich hori- 
zontale pennen. Een koord -van 6 M. lengte draagt een 
gewicht van 1 KG. en is zoo aan één der pennen bevestigd, 
dat het in het verlengde van eene der verticale zijden hangt. 

Gevraagd : 

a. Welke is de kleinste snelheid, die men in horizontale 
richting aan het gewicht moet geven, opdat het koord 
steeds gespannen blijft, terwijl het zich om de pennen 
opwikkelt ? 

b. Welke spanning bezit het koord telkens, nadat het 
een hoek van 60° heeft doorloopen ? 


WISKUNDE M.O. K.“ 
Differentiaalrekening (3 uren). 


1. Als x, y en v,v de coördinaten van hetzelfde punt 
zijn met betrekking tot twee willekeurige rechthoekige 
assenstelsels, dan geldt voor iedere functie z van & en y 
de vergelijking 

Ae ) == GE En 
HE Òardy du? dw? òudv 
Men vraagt het bewijs. 

2. Ontwikkel volgens klimmende machten van # den 

vorm y‚ bepaald door de vergelijking 
y= Hil) Hive?) 

3. De grootheden u,v en w zijn functies van de onaf- 
hankelijk veranderlijken #, y en z. Bewijs dat er tusschen 
u,v en w eene betrekking bestaat, wanneer de functionaal- 
determinant 


dus du Au 
EE 
dude) 
De 
dw Aw dw 
EEE 


voor alle waarden van x,y en z gelijk nul is, 
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Analytische Meetkunde (3 uren). 


1. Men beschouwt de omwentelingsellipsoide 


en een willekeurig punt P(x,,y,, 21). De keset 
punt tot top en den Cirkel #° J-4y* a? 2 OGIER 
lijn heeft, snijdt de ellipsoide volgens dien cirkel en nog 
eene kegelsnede. Gevraagd de vergelijking van het vlak, 
waarin deze kegelsnede ligt. 


2. Bepaal de vergelijking van het kwadratisch opper- 
vlak, waarop de kromme #=u?, y=u?, 2 ienie 
punt (1, 1, 0) gelegen is en dat bovendien de punten 
(—1, —1, —1) en (—1, 0, 0) harmonisch scheidt. 


3. Gegeven de omwentelingskegel, welks top T op 
de as OZ van een rechthoekig coördinatenstelsel is gele- 
gen, terwijl de beschrijvende lijnen een hoek van 45° met 
die as maken; OT =c. Verder de rechte lijn Ziyes0; 
L — AC. 

Bepaal le de vergelijkingen der lijn PQ, die de gegeven 
rechte l en eene willekeurige beschrijvende lijn van den 
kegel onder rechte hoeken snijdt. 

2e. De meetkundige plaats der lijn PQ. 


Beschrijvende Meetkunde (5 uren). 


1. Van een ringoppervlak is de as loodrecht op H, 
10 eM. vóór V. Het middelpunt van den cirkel, door 
welks wenteling het oppervlak ontstaat, heeft een afstand 
van 6 cM. tot die as; straal cirkel 3 cM.; de cirkel raakt 
aan H. 

Een punt P ligt 6 cM. vóór V, 14 cM. boven H. De 
lijn, die in de teekening de projecties van P verbindt, 
ligt rechts van de verticale projectie der omwentelingsas, 
op een afstand van 14 cM. 

Gevraagd een raakvlak aan den ring te construeeren, 
dat door P gaat, wanneer het raakpunt ligt: 

le. Op een meridiaan, waarvan het vlak een hoek van 
45° met V maakt, 
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2e. (Afzonderlijke teekening) op den kleinsten der twee 
cirkels, volgens welke een vlak, evenwijdig aan H en 
daarvan op een afstand van 5 eM. verwijderd, den ring 
snijdt. Tevens de beide projecties der doorsnede van den 
ring met dit raakvlak te bepalen. 


2. Gegeven le een bol, straal 4 cM.; het middelpunt 
ligt 6 cM. vóór V, 10 cM. boven H. 2e eene eenbladige 
hyperboloide, bepaald door de richtlijnen !,, U, en !s. 

l‚ is de loodlijn, uit het middelpunt van den bol op H, 

l, ligt in H,‚, maakt een hoek van 45° met de as van 
projectie en raakt aan de horizontale projectie van den bol, 

l, ligt in V, maakt eveneens een hoek van 45° met de 
as en raakt aan de verticale projectie van den bol. De 
lijnen U, en !; snijden de as in punten, die beide rechts 
van het middelpunt liggen. 

Gevraagd: een willekeurig punt der doorsnede, de 
raaklijn in dat punt en de punten der doorsnede op den 
schijnbaren omtrek in verticale projectie gelegen. 

(H is het horizontale, V het verticale projectievlak). 


hed 


Integraalrekening (8 uren). 


1. Bereken het oppervlak van het deel van den kegel- 
mantel met de vergelijking z? =&° —y?, gelegen boven 
het vlak XOY, dat zich op dit vlak projecteert binnen de 
kromme met de vergelijking 


(w? 4 y?)? = ta. 


2. Op te lossen de vergelijking 


Le te 
OR Vla? +a?1 


3. Integreer de gedeeltelijke differentiaalvergelijking 
tap tte) 0 
Bepaal het integraaloppervlak, gaande door de para- 
bool, die gegeven is door de vergelijkingen 
y=, 
z° = dar, 
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LANDMETERS-EXAMEN in 1909, *) 
(5 +3 uren). 


1. Een cirkelsector met middelpuntshoek van 45 graden 
en straal van 1000 meter moet op het terrein worden uitgezet. 

De plaats van het middelpunt zoomede de richting van 
een der beenen van den middelpuntshoek zijn op het ter- 
rein aangewezen. 

Op welke wijze kan men handelen om op het terrein 
een aantal punten van den cirkelboog zichtbaar te maken, 
welke op onderling gelijke afstanden van ten hoogste 50 
meter verwijderd zijn ? 

2. Geef de voornaamste fouten op, die bij het meten 
van horizontale hoeken met een theodoliet met doorslaan- 
den kijker voorkomen en vermeld daarbij of en zoo ja hoe 
die kunnen worden geëlimineerd. 

3. Welke opmetingen en berekeningen zijn noodig voor 
de bepaling van het aantal kubieke meters aarde, die een 
zeker terrein boven een bepaald aangewezen horizontaal 
vlak bevat? 

4, Een terrein lang 12 en breed 4 kilometer, in de 
lengte door een rivier doorsneden, moet worden opgemeten 
en in kaart gebracht. 

Welke wijze van opmeting kan worden gevolgd ? 

Hoe kan de inkaartbrenging op de schaal 1 : 2500 ge- 
schieden op bladen papier ter breedte van 70 en ter lengte 
van 100 centimeter ? 

5. Op welke wijze kan de inhoud van een terrein be- 
paald worden uit een daarvan gegeven kaart? 

Aan welke voorwaarden moet worden voldaan door een 
poolplanimeter ? 


TOELATINGS-EXAMEN TOT DE KON. MIL. 
ACADEMIE TE BREDA 1909. 
Reken- en Stelkunde (1 +} + 3 uur). 


1. Met hoeveel zou iemand „nw eene schuld kunnen 
aflossen, die hij, met den interest à 5 °/, ’s jaars, moet af- 
doen in 11 betalingen (telkens aan het eind van het jaar), 


*) In 1909 geen Wiskunde-Opgaven omdat de candidaat diploma 
H.B.S bezat, 


ed 


(05) log(e — 5) 
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terwijl de bedragen dezer afbetalingen eene meetkundige 
reeks vormen, waarvan de eerste term f 800 bedraagt en 
de reden 1.26 is ? 
2. Los # op uit de vergelijking : 
| Ì Be 


3 NDA 
k. 

8. Van eene meetkundige reeks van 10 termen is de 
derde term =84; de som van de logarithmen der termen 
bedraagt 45 —851log6 —10log?., Bepaal hieruit de reeks. 


Meetkunde (3 +341 uur). 


1. Om een cirkel is een niet geliĳjkbeenig trapezium 
geconstrueerd. Bewijs, dat het product der stukken, waarin 
de eene schuine zijde door het raakpunt verdeeld wordt, 
gelijk is aan dat der overeenkomstige stukken van de andere. 

2. Als men de snijpunten van de verlengde hoogtelijnen 
van een driehoek met den omgeschreven cirkel verbindt 
met de hoekpunten, dan is het oppervlak van den aldus 
gevormden zeshoek het tweevoud van dat van den drie- 
hoek. Bewijs dit. 

3. In een bol is een kegel geconstrueerd. Het oppervlak 
van den kegelmantel is gelijk aan het ronde oppervlak 
van het bolsegment, waarop de kegel staat. Bereken de 
verhouding van de inhouden der bolsegmenten, waarin 
de bol door het grondvlak des kegels is verdeeld. 


Gonio- en Trigonometrie (3 +1 +1 uur). 


1. Men wil de hoogte van een heuvel bepalen. Daartoe 
meet men den afstand tusschen twee punten A en B, die 
met den voet van den heuvel in hetzelfde horizontale vlak 
liggen, en vindt hiervoor 321.9 M. In A en B meet men 
de hoeken, die de lijn AB maakt met de lijnen uit A en B 
naar den top C van den heuvel getrokken, en vindt hier- 
voor: ZCAB = 46° 15/28’ en ZCBA —= 63° 29/14”. Ook 
heeft men gevonden, dat de lijn AC met de verticaal van 
A een hoek maakt van 59°1823/, Bereken de hoogte 
van den heuvel, 

2. Gegeven twee punten A en B, gelegen op de afstan- 
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den AA’/=3M en BB’=12M aan dezelfde zijde van een 
lijn L. De lijn, door de punten A en B getrokken, maakt 
een hoek a —= 36° 10/20” met de lijn /. Bereken den straal 
van den kleinsten der beide cirkels, die zoodanig door de 
punten A en B kunnen gebracht worden dat zij de lijn / raken. 
8. Welke waarden,van p voldoen aan: 
nse0i0) Se 0 (SIND PEEN 1 
COS2 p sin 4 cos p cot p° 


Mechanica (1 +1 +1 uur). 


1. Een gewicht p hangt aan het uiteinde A van een 
draad OA, waarvan het andere uiteinde in O is vastgemaakt. 
Aan het gewicht is nog een tweede draad vastgeknoopt, 
die over een gladde pen in B is geslagen en dan een ge- 
wicht g—=0.8 KG draagt. De draad AB wordt daardoor 
juist horizontaal, terwijl de draad AO met de verticaal een 
hoek « maakt, waarvan de sinus =# is. Men vraagt: 

le. Hoe groot zijn het gewicht p en de spanning in den 
draad OA ? 

2e. Als daarna de draad AB wordt doorgesneden, waar- 
door het gewicht p zich als een slinger zal bewegen, hoe 
groot is dan de spanning in den draad OA als deze een 
hoek p met de verticaal OC maakt ? 

(Het gewicht p als stoffelijk punt en de draden als 
onrekbaar en zonder gewicht te beschouwen). 

2. Bepaal het zwaartepunt van een bolsector, straal R, 
als het soortelijk gewicht van het bolsegment 1 en dat 
van den kegel, die een tophoek van 120° heeft, 3 is. 

De formule voor het zwaartepunt van een homogenen 
bolsector af te leiden. | 

8. Een houten luik ABCD in den vorm van een rechthoek 
(AB =10, AD =6dM., gewicht =8KG., zwaartepunt in ’ 
snijpunt der diagonalen) is aan een muur vastgemaakt 
zóó dat het om de lijn AB kan scharnieren; AB is horizon- 
taal. Het luik wordt opgehouden door een touw EF; E is 
het midden van CD, F is een punt van den muur verticaal 
boven het midden G van AB, EF =FG=EG=6dM. Op 
het luik en tegen den muur ligt een cylinder met de be- 
schrijvende lijnen horizontaal, gewicht 18 KG, straal 1 
dM, Hoe groot is de spanning in het touw ? 
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Beschrijvende Meetkunde (1 + 31 uur). 

1. A/C en A/C” zijn de projectiën op het horizontale 
en het verticale projectievlak van de diagonaal van een 
vierkant ABCD, dat gelegen is in een vlak evenwijdig 
aan de lijn PQ, gegeven door P’Q/ en P’Q”, zijnde de 
projectiën op het horizontale en het verticale projectievlak. 
Men vraagt: 

ad. de projectiën van het vierkant op het horizontale 
en het verticale projectievlak te construeeren ; 

b. den afstand van het snijpunt der diagonalen tot de 
lijn PQ te construeeren. 

2. Van een drievlakshoek TABC is gegeven de ribbe 
TA door de projectiën T'A’ en TYA” respectievelijk op het 
horizontale en het verticale projectievlak. De zijde TBC 
ligt in het horizontale projectievlak. De hoek tusschen 
de zijden TAB en TBC is 60°, die tusschen de zijden TAB 
en TAC 1209, De ribbe TB ligt links van T'A’ en TC 
rechts van TA. Men vraagt: de zijden TAB en TAC, 
benevens den standhoek op de ribbe TC te construeeren. 

8. Een rechthoekig parallelopipedum ABCDEFGH rust 
met het zijvlak ABCD op een vlak V, gegeven door zijne 
doorgangen VV, met het horizontale en VV, met het 
verticale projectievlak. 

De ribbe AB is gegeven door hare projectie A/B’ op het 
horizontale projectievlak, terwijl de ribbe AD eene gegeven 
lengte m, de ribbe AE eene gegeven lengte n heeft. 

Gevraagd: de projectiën van dit parallelopipedum te 
construeeren. 

Indien meerdere oplossingen mogelijk zijn, dit in eene 
korte bespreking toe te lichten; slechts één parallelopipe- 
dum behoeft in teekening gebracht te worden. 


SCHRIFTELIJK EXAMEN VOOR CANDIDAAT 
ACTUARIS. *) 
Voormiddag 9—12 uur, 28 December 1909. 
1. Hoeveel getallen van zes cijfers, deelbaar door 4, 
kunnen opgeschreven worden uit de cijfers 0, 1, 2, 3, 4, 5, 


1) Den candidaten werd mondeling medegedeeld, dat de Perekeningen 
moesten geschieden volgens de 2e Mannentafel, 20 steden, van Professor 
van Pesch, 1880/90, en tegen 3!/a 0/0. 


Examen-Opgaven W. T. 8e jrg. 2 
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6, 7, 8,9, indien de cijfers van elk getal onderling verschillen ? 

Hoe groot zou het aantal zijn, als de cijfers der eenheden 
en tientallen dezelfde zijn ? 

2. In een vaas zijn 3 witte, 4 roode en 5 zwarte ballen. 
Men trekt er drie. Wat is de kans: % 

ad. dat er een van elke kleur is. 

b. dat er een witte bij is. 

c. dat er twee zwarte bij zijn. 

3. Verklaar de beteekenis van: 

NP Alg, MQ: 
Bereken de waarde als: 
tikt Bees OR id aj ed 

4, Als té de grootte der jaarlijksche postnumerando 
annuïteit voorstelt, waardoor de eenheid van schuld in » 
jaar wordt afgelost, 5, de eindwaarde eener jaarlijksche 


postnumerando annuïteit, groot f 1—, verklaar dan door 
een eenvoudige redeneering, dat 
| 
Ll, 
Sl 
en dat het afgeloste bedrag der schuld na de me aflossing = 


ze 
== Bereken met behulp hiervan het afgeloste gedeelte 
Nn 
der eenheid van schuld na tien jaar. als n = 20, en 2 = 0,04. 
5. Geef een beschrijving van de statistische gegevens, 
waaruit sterftetafels worden samengesteld, en van de wijze 
waarop uit die gegevens de sterftetafel wordt afgeleid, 
Vermeld enkele der meest bekende sterftetafels der 
latere jaren. 


N.B. Men wordt verzocht de gebruikte formules te ver- 
melden, en bij elk getal, zoo mogelijk, de beteekenis 
in algebraïsch schrift aan te geven. 


Namiddag 1—4 uur. 


1. a. Druk de netto reserve voor een verzekering op 
vasten termijn voor een in leven gebleven verzekerde, 
uit in de netto reserve EN nl voor gemengde verzekering 


tegen jaarpremie. 


5, 


b. Bepaal de toe te passen formule der netto reserve 
voor gemengde verzekering tegen jaarpremie m\ en} indien 


men bij de berekening slechts gebruik wil maken van de 
koopsommen voor gemengde verzekering. 

2. Een levenslange verzekering bij overlijden groot 
f 10.000 — op het leven van een 30-jarige met premie- 
betaling gedurende 20 jaar, wordt na 10-jarig bestaan ver- 
faagd tot f 6.000 —. Bereken de toekomstige netto-jaarpremie. 

9. Bepaal de formule der bruto-jaarpremie voor een 
levenslange verzekering bij overlijden, groot f 10.000,—, 
gecombineerd met een pensioenverzekering, als het jaar- 
lijksch praenumerando in driemaandeliĳjksche termijnen 
uit te keeren pensioen over 20 jaar ingaat, en gelijk is 
aan de bruto jaarpremie, welke gedurende 20 jaar betaald 
wordt. De opslag voor le onkosten bedraagt 30°/, der 
eerste bruto jaarpremie, die voor doorloopende onkosten 
10 °/, van iedere bruto jaarpremie. 

4. Bepaal de beteekenis van: 

Ay dat Oer hj 

5. Geef een zoo volledig mogelijke beschrijving van 
groepsgewijze reserve-berekening, voor levenslange ver- 
zekering bij overlijden tegen jaarpremie. 

Hierbij te behandelen: 

de verzameling der gegevens voor de reserve-berekening, 

de in te richten staten en 

de toe te passen formules. 


N.B. Men wordt verzocht... enz. (als boven). 


Voormiddag 9—12 uur, 28 December 1910. 


1. Twee vazen bevatten ieder 3 witte en 5 zwarte bal- 
len. Uit de eene vaas trekt men 2 ballen en brengt die 
in de andere. Wat is de kans om uit de tweede vaas een 
witte bal te trekken ? 

2. a. Indien voor de opeenvolgende leeftijden waarden 
gegeven zijn van a, a, Ere enz. vraagt men daaruit 


de levenskansen p, p, 1": enZ af te leiden. 
b. Als gegeven zijn: 
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Pes == 0.302/0 rendre 
wat is dan de gebruikte rentevoet ? 
3. Wanneer de letters van't woord „Postbladen” worden 
omgezet, wat is dan de kans dat de drie klinkers naast 
elkaar geplaatst zijn ? 


4. Indien e‚ en e, resp. voorstellen de afgekorte en de 
complete gemiddelde levensduur, bewijs dan dat: 
Et Er: Cat2 eren tie herden ome ne Erdn—l 
0 0 0 
(erin Dero tD en en Ct. 
5. Wat is de kans om met 2 dobbelsteenen in vier 
worpen minstens twee maal dubbel te werpen ? 
6. Als de koopsom voor een dadelijk ingaande tijdelijke 
postnumerando annuïteit, berekend met 4 °/,, f 13.590 be- 


draagt, bereken dan de eindwaarde. 
N.B. Men wordt verzocht ....enz. 


Namiddag 1—4 uur. 


1. Voor een levenslange pensioenverzekering, ingaande 
op het 65e jaar (praenumerando) ten behoeve van een 
25-jarige, wordt gedurende 25 jaar premie betaald, en wel 
zóó, dat de jaarlijksche premie elke 5 jaar met tafneemt. 

Bereken de jaarpremie van het eerste jaar. 

Geef ook de formule voor de reserve na 13 jaar. 

2. Bereken het bedrag der premievrije polis na 12-jarig 
bestaan, van een gemengde verzekering, groot f 20.000, 
afgesloten op het leven van een 20-jarige, met een duur 
van 30 jaar, als met 2°/, van het verzekerd bedrag ge- 
zillmerd wordt, en voor toekomstige onkosten der premie- 
vrije verzekering 10 °/, der bruto koopsom op ’t oogenblik 
der herleiding, gerekend dient te worden. 5 

(Bij de berekeningen kan gebruik worden gemaakt van 
de gegevens: 

log a,5 zo = 1.23318, log d —= 8.52913 — 10). 

5. Geef de formule der netto jaarpremie voor een ver- 
zekering op vasten termijn, gecombineerd met een rente 
uitkeering (praenumerando) ter grootte van 10°/, van ’ 
verzekerd kapitaal per jaar, ingaande na het overlijden, 
en durende tot het tijdstip der kapitaaluitkeering. 
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Welke uitkomst verkrijgt men, wanneer men het Ki 


tage der rente-uitkeering gelijk neemt aan 100 


1 Ti hos 
zijnde 100 4°/, de rentevoet, waarmee men de premie 
berekent ? 

Bepaal de uitkomst zoowel door een eenvoudige rede- 
neering, als met behulp van formules. 

4. Voor een rente op het leven van twee personen, oud 
xe en y jaar, wordt f 30.000 gestort. Bij overlijden van één 
van beiden moet de in leven geblevene 6 °/, van ’t ge- 
storte kapitaal genieten. Geef door een formule aan, hoe- 
veel de rente bedraagt, zoolang beide leven. 

5. Verklaar het begrip „negatieve reserve”, haar ont- 
staan in ’t algemeen en in U bekende bijzondere gevallen ; 
geef aan, hoe zij in verschillende gevallen is te vermijden. 

Licht een en ander zooveel mogelijk toe. 

N.B. Men wordt verzocht .... enz. als boven. 


BINDENAMENe= DER <HB. SS. IN NED.-INDIË, 1910. 
| Reken- en Stelkunde. 


(Et erlerd: 
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3. Van een rekenkundige reeks is de le term ==84 en 
t verschil =5. 
Van een andere rekenkundige reeks is de 8e term =19 
en ’t verschil =— 18. 
De hoeveelste term van de le reeks is gelijk aan een 
der termen van de 2e reeks ? 
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Plani- en Stereometrie. 


1. Een vierhoek te construeeren, als gegeven zijn twee 
zijden, de ingesloten hoek, en de twee hoeken, welke de 
onbekende zijden maken met de diagonaal, uit den gegeven 
hoek getrokken. 

2. Op de 4 zijvlakken van een regelmatig viervlak als 
grondvlakken, beschrijft men regelmatige pyramides, die 
hun top hebben op het oppervlak van den omgeschreven 
bol. Bereken den inhoud van het aldus gevormde lichaam, 
als de ribbe van het viervlak eene lengte heeft van (2—r 2) M. 

3. In een bol is een rechte cirkelvormige kegel beschre- 
ven, waarvan de tophoek 72° bedraagt. 

In welke verhouding staan de beide deelen, waarin het ge- 
deelte van den bol boven het grondvlak, door den kegel 
wordt verdeeld ? 


Gonio- en Trigonometrie. 

1. Bewijs, dat in elken driehoek: 

sinA.sintB.sinsC abc 
cos? }A.cos?4B.cos?4C 53" 

2. In een A ABC is een rechte lijn DE getrokken // BC, 
zoodat BC=BD CE. Men vraagt DE te berekenen, als 
gegeven is BC 1256, / B 120 28/10! en Z CS 44 DEE 

8. Los y op uit: te2yJ- cotgy — 8 cos? y =0. 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Gegeven: 2 vlakken V en W benevens een punt p 
in vlak V. 

Gevraagd : door het punt p in vlak V een lijn te trekken, 
die met vlak W een gegeven hoek maakt. 

2. Gegeven: een vlak V en een lijn ab buiten dat vlak. 

Gevraagd: in de lijn ab een punt te bepalen, dat op 
gelijken afstand verwijderd is van vlak V en het verticale 
projectievlak. 

ò. Gegeven: een regelmatige tetraëder met ééne ribbe 
in het horizontale vlak, welke ribbe de as onder 45° snijdt, 
wordt om die ribbe gewenteld, tot het grondvlak een hoek 
van 80° maakt met het horizontale vlak. Bepaal de 3 
projecties van dit lichaam. 
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Mechanica. 


1. Een ladder, gewicht G=25 KG, staat op den grond 
en maakt hiermede een hoek a, welks tangens =4; het 
zwaartepunt ligt in Z, op een afstand c=25 M van het 
ondereinde. 

Om deze ladder op den grond te kantelen, plaatst zich 
eey persoon onder de ladder en oefent bij D een druk 
hierop uit, loodrecht op de richting van de ladder. Tegelijk 
plaatst zich een ander persoon, gewicht G’'=65 KG, op 
een der onderste sporten (in C) en buigt zijn lichaam. zóó, 
dat zijn zwaartepunt zoo ver mogelijk van de ladder wordt 
afgebracht. Indien nu gegeven is, dat het zwaartepunt 
van den op de ladder staanden persoon in Z/ is, 

One ORD ie OEM 
en de ladder op het punt is uit te glijden, vraagt men 
naar den loodrechten druk in D, en naar den afstand AD. 
(Wrijvingscoëfficient met den grond f=4, Z/C L AC.) 

2. Uit een punt, h=14M, boven den top van een hellend 
vlak gelegen, laat men een stoffelijk punt vrij vallen. Dit 
punt wordt met onveranderde snelheid teruggekaatst en 
wel zóó, dat de hoek van inval gelijk is aan dien van 
terugkaatsing. Waar en onder welken hoek zal dit vlak 
voor de 2de maal getroffen worden, als het met den horizont 
een hoek «a —=30° maakt? (g =10 M). 

3. Een kogel van 1 KG is aan een dunnen draad van 
1 M lengte opgehangen, en kan om het vaste einde van 
den draad slingeren. Zoo de uitwijking uit den verticalen 
evenwichtsstand 60° bedraagt, en op het oogenblik, dat 
de slinger de verticaal passeert, het punt van het koord, 
hetwelk op 4 zijner lengte van het onderste einde is 
gelegen, wordt vastgehouden, vraagt men: 

1° tot hoever de kogel nu aan de andere zijde van de 
verticaal zal opstijgen ; 

20 hoeveel zal de spanning in het onderste deel van 
het koord veranderen, bij het gaan door de verticaal ? 


Natuurkunde. 


Een stroom, die gevoerd wordt door een tangentenboussole 
met één enkelen ring van koper, met een middellijn van 
50 cM,‚ geeft de naald een uitwijking van 25° 0/10’. Hoeveel 
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miligram kopersulfaat wordt door dezen stroom in 10 
minuten ontleed, als: 

ad. de horizontale intensiteit van het aardmagnetisme — 
— 0,18 dynes is, | 

b. een stroom van 1 Ampère per seconde 1,118 mG. 
zilver neerslaat. 

c. het atoomgewicht van koper =63,6; dat van zilver 
— 107,98; dat van zwavel=832,06 en dat van zuurstof = 
10,00" 18: 


WISKUNDE L.O. 1910. 
Stelkunde (24 uur). 


1. A en B doen samen een werk. Eerst werkt A ge- 
durende # van den tijd, dien B noodig gehad zou hebben 
om het geheele werk alleen af te maken; daarna voltooit 
B het werk. 

Indien A en B tegelijk begonnen waren zou het werk 
6 dagen eerder klaar zijn geweest en zou A twee derden 
hebben gedaan van het gedeelte, dat hij in het eerste 
geval aan B heeft overgelaten. 

In hoeveel tijd kunnen A en B het werk afzonderlijk 
afmaken ? 

2, Welke waarden moet men aan p toekennen, opdat 

(pd-V2) a? —pr paer 22 
voor alle reeële waarden van «? 


3. Als gegeven is, dat 2*.39—5, voor welke reeële 
waarden van @ en y krijgt dan het product (@ + 1) (y + 1) 
zijn grootste waarde ? 


Planimetrie (25 uur). 


1. Men construeert een regelmatigen tienhoek en trekt 
daarin de diagonalen, die het lste met het 4de, het 2de 
met het 5de hoekpunt, enz, verbinden. Aldus ontstaat eene 
nieuwe regelmatige tienhoek, wiens omtrek het oppervlak 
van den oorspronkelijken tienhoek in uiterste en middelste 
reden verdeelt, zóó dat het oppervlak van den nieuwen 
tienhoek het kleinste deel is. Bewijs dit. 

2. Aan twee cirkels, wier middelpunten een afstand 
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hebben grooter dan de som der stralen, trekt men een 
gemeenschappelijke uitwendige raaklijn. 

Door de beide raakpunten brengt men een willekeurigen 
cirkel. Bewijs, dat deze cirkel met ieder der gegeven 
cirkels respectievelijk nog een punt gemeen heeft, zóódanig, 
dat de verbindingslijn dier punten gaat door het uitwendig 
gelijkvormigheidspunt der gegeven cirkels. 

8. In A ABC trekt men de hoogtelijnen AEen BD. Men 
verlengt DE door E heen, tot zij den omgeschreven cirkel 
van den driehoek in F snijdt. Bewijs: 

1°. dat de lijn CF raakt aan den cirkel, die door B, E 
en F gaat. 


2°. dat het quotient een constante waarde be- 


CE? 
AC Xx BO 
houdt, indien C zich langs den omtrek van den omgeschreven 
cirkel van A ABC beweegt, terwijl A en B niet van plaats 
veranderen. 


Stereometrie (24 uur). 


1. Van een 4-zijdige pyramide TABCD is het grondvlak 
ABCD een trapezium (AB evenwijdig met CD.) 

Een vlak, evenwijdig aan het grondvlak aangebracht, 
snijdt de opstaande ribben TA, TB, TC en TD respectie- 
velijk in de punten E,‚ F, G en H. 

Bewijs, dat het snijpunt der diagonalen EC en FD, het 
snijpunt der diagonalen HB en GA, en het toppunt T op 
één rechte lijn liggen. 

2. a. In een viervlak ABCD trekt men door A een lijn, 
die het overstaande zijvlak in een punt S snijdt. 

Indien men den driehoek BCD projecteert op een vlak, 
dat loodrecht staat op AS, dan is de inhoud van het vier- 
vlak gelijk aan } AS X de oppervlakte der projectie van 
den A BCD. 

b. Indien men de lijn AS laat gaan door het middelpunt 
van den ingeschreven bol van het viervlak, dan verhou- 
den de projecties der driehoeken ABC, ACD en ABD zich 
als die driehoeken. 

8. Van een lichaam is het grondvlak ABCD een recht- 
hoek. (AB =8T/5eM., BC =16eM.). Het bovenvlak EFGH, 
evenwijdig aan het grondvlak, is eveneens een rechthoek 
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(EF =8 cM., FG =6 eM.). De lijn die de middelpunten der 
beide rechthoeken verbindt, staat loodrecht op het grond- 
vlak en is 17 cM. lang. De ribbe EF is evenwijdig aan de 
ribbe AB. Het lichaam wordt zijdelings begrensd door 4 
trapezia. Indien om dit liehaam een bol wordt beschreven, 
vraagt men den inhoud van dat gedeelte van den bol, dat 
buiten het lichaam ligt. 


Gonio- en Trigonometrie (24 uur). 

1. Welke waarden van # voldoen aan: 

__cotg 306° 71’ 25” . cosec 1089 25’ 17” cotg 1859172877 
BATT Gos 157° 10367 sec 2659 117487 

2. Wanneer men de zijden AB, BC en CA van een ge- 
lijkzijdigen driehoek ABC draait respectievelijk om de 
punten A, B en C, alle in denzelfden zin en over een zelf- 
den hoek a kleiner dan 30°, dan zullen zij — verlengd — 
een nieuwen driehoek A,‚B‚C, vormen. Wordt de draaiing 
in tegengestelden zin uitgevoerd, over denzelfden hoek «, 
dan ontstaat een driehoek A,B,C,. Men vraagt «a zóó te 
bepalen, dat de omtrek van A A,B‚C, gelijk is aan twee- 
maal den omtrek van A A,BzCs. 

8. Hoe groot is de hoek, die een beschrijvende lijn van 
een rechten cirkelvormigen kegel maakt met de as, als 
het totale oppervlak van den kegel gelijk is aan het op- 
pervlak van een bol, welke de hoogte van den kegel tot 
middellijn heeft ? 

(Den gevraagden hoek als onbekende in te voeren). 


WISKUNDE M.O. K,, 1910. 
Meetkunde (3 uren). 

1. In driehoek. ABC trekt men de lijn AK, die hoek A 
middendoor deelt en de loodlijn AH uit A op BC; K en H 
zijn de snijpunten dezer lijnen met BC. Uit de punten B 
en C worden loodlijnen BD en CE op AK neêrgelaten. 
Bewijs: 

le. De cirkel, om driehoek DEH beschreven, gaat door 
het midden van BC. 

2e. Het oppervlak van driehoek ABC is gelijk BD X AE 
of CE Xx AD. 

2. Van drie onderling loodrechte lijnen, uit een zelfde punt 
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P getrokken, worden door een bol koorden afgesneden. Be wijs 
dat de som van de vierkanten dezer koorden onafhankelijk is 
van den stand van het door die rechten gevormde assenkruis. 

3. Door een punt O in het zijvlak ABC van een viervlak 
TABC brengt men eene lijn Oa evenwijdig aan TA, Ob 
evenwijdig aan TB, Oc evenwijdig aan TC; a is het snij- 
punt van Oa met het vlak TBC, b dat van Ob met TAC 
en c dat van Oc met TAB. Bewijs: 


GORE Oene CO 
TA TB raro 


Driehoeksmeting (2% uren). 


1. Los de volgende vergelijking op: 
sin @ + sin? + sin? J- sint — COS 2 d-Cos?ad-eostateostz. 
2, P is het spherisch middelpunt van den cirkel, beschre- 
ven om den geliĳjkzijdigen boldriehoek ABC, en Q is een 
willekeurig punt op den bol. Bewijs dat 
cos AQ + cos BQ, + cos CQ, = 3 cos PQ, cos AP. 
8. Van den vierhoek ABCD is gegeven: 
de inhoud 1 == 54456, 
AB ==16 5251, 
Ce 020 
Zion 4 SIN 
SAONE DEIN 
Gevraagd de hoeken C en D te berekenen. 


Stelkunde (3 uren). 
1. Ontwikkel in kettingbreuken de wortels van de verge- 
lijking (ad 1)? —2ar —2=0, 
waarin a een geheel positief getal voorstelt. 
2. Van de vergelijking 
tn Apr Ir J-2=0 
hebben twee wortels tot product 2. Men vraagt p te bepalen. 
5. Ontwikkel 
14 7 
(lide)® 
in een reeks naar opklimmende machten van x. Bereken 


de eoefficiënt van a’ en bewijs, dat de reeks absoluut 
convergeert voor fel <1. 
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Analytische Meetkunde (23 uren). 


1. Door het brandpunt van een parabool trekt men een 
rechte, die de parabool in de punten Pen Q, snijdt. Door P 
trekt men de rechte p evenwijdig aan de as der parabool, 
terwijl Q, met den top der parabool wordt verbonden door de 
rechte q. Bepaal de meetkundige plaats van het snijpunt 
der rechten p en g. 

2. Op een willekeurige koorde van een gelijkzijdige 
hyperbool als middellijn beschrijft men een cirkel. Deze 
cirkel heeft met de hyperbool, behalve de uiteinden der 
koorde, nog twee punten gemeen. Be wijs dat dezetwee punten 
de uiteinden zijn van een middellijn der hyperbool. 

8. Gegeven is een rechthoek ABCD. Bepaal: 

1°. de algemeene vergelijking der gelijkzijdige hyperbolen, 
die door de overstaande hoekpunten A en C gaan, terwijl de 
asymptoten evenwijdig zijn met de zijden van den vierhoek. 

20, hetzelfde als A en C door Ben D worden vervangen. 

Toon aan, dat als men een hyperbool van de eerste en 
een hyperbool van de tweede reeks beschouwt, het mid- 
delpunt der eerste hyperbool ten opzichte van de tweede 
dezelfde poollijn heeft als het middelpunt der tweede 
hyperbool ten opzichte van de eerste. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Gegeven een punt A en eene lijn £. Op de lijn / die 
punten te vinden die, met A verbonden, lijnen opleveren, 
welke een hoek van 60° met het horizontale projectievlak 
maken. 

Het punt A ligt in het horizontale projectievlak, 6 cM. 
vóór het verticale. De lijn snijdt de as van projectie in 
een punt P, dat 6 cM. links ligt van het voetpunt der 
loodlijn uit A op die as neêrgelaten. De verticale projec- 
tie van l maakt een hoek van 45°, de horizontale een hoek 
van 30° met de as van projectie; openingen dezer hoeken 
naar rechts. 

2. Gegeven een vlak V en twee punten A en B in dat 
vlak. De horizontale doorgang van V maakt metde as van 
projectie een hoek van 60°; de verticale doorgang met 
diezelfde as een hoek van 45°. Het punt A ligt 2 eM vóór 


haakt rad ke 
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het verticale, 3 eM boven het horizontale vlak, terwijl B 
6 eM vóór het verticale en 6 cM boven het horizontale 
projectievlak ligt. 

Van een regelmatig achtvlak is AB een der diagonalen, 
terwijl in het vlak V nog een tweede diagonaal ligt. Gevraagd 
de beide projecties van dit regelmatige achtvlak in teeke- 
ning te brengen. 


MECHANICA M. O. K!. 
(5 uren). 


1. Om de rol van een windas is een touw gewonden, 
waarvan zoowel de dikte als de stramheid verwaarloosd 
kunnen worden, en dat een gewicht P van 100 KG draagt. 

De rol is 8 dM lang, heeft een straal van 1 dM en be- 
zit een soortelijk gewicht gelijk aan 83. Wrijvingsweerstan- 
den kunnen buiten beschouwing blijven. 

Welke snelheid heeft het gewicht P, wanneer het 4 M 
gevallen is ? 

En welken straal moet eene schijf van dezelfde stof als 
de rol bij eene dikte van 1 dM hebben, om, op de rol ge- 
schoven, die snelheid tot de helft terug te brengen ? 

De versnelling der zwaartekracht mag gelijk aan 10 M 
gesteld worden. 

2. Eene homogene staaf Winfie — 24, gewicht =P) 
steunt op een horizontaal vlak en tegen een liggenden 
cylinder, (straal =a, gewicht =Q), die alleen rollen, niet 
glijden kan. De staaf kruist de as van den cylinder 
rechthoekig. 

In beide steunpunten van de staaf treedt bi beweging 
wrijving op (coëfficiënt: f= tg), terwijl de cylinder bij het 
rollen over het horizontale vlak geene wrijving ondervindt. 

Gevraagd : 

1. bij welke hellingen van de staaf het stelsel in even- 
wicht is, als p { 45°; | 

2. de evenwichtsstanden als p >) 45°; 

8. de drukkingen, die staaf en cylinder in de evenwichts- 
standen op elkaar en op het horizontale vlak uitoefenen; 

4, aan te toonen dat geen hellende evenwichtsstand van 
de staaf mogelijk is, wanneer f < 4 
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EXAMEN M.O. KY, 1910. 
Differentiaalrekening (3 uren). 


1. Waar in een punt van eene vlakke kromme de krom- 
testraal eene minimum- of maximumlengte bereikt, is de 
aanraking metden kromtecirkel vandederdeorde(vierpuntig). 

Men vraagt het bewijs. 

2. Gegeven is 


du du 
zee TP gr Tw =0, 
ee ei qu =0, 


TUV, 
Hierin stellen p en q functies van x# voor. 
Gevraagd uit deze vergelijkingen w en wv te elimineeren. 


ee SCO 


is, bewijs dan 


du 
dese — 0. 


Analytische Meetkunde (3 uren). 


1. Bepaal de vergelijkingen der beide omwentelings- 
cylinders, die men om een ellipsoïde kan beschrijven, en 
onderzoek de doorsnede dier cylinders. 

2, In het vlak #—=0 ligt een cirkel met straal a, die OY 
in O aanraakt. De torus, welke door wenteling van dien cir- 
kel om OY ontstaat, wordt gesneden door den cylinder, die 
denzelfden cirkel tot richtlijn heeft, en waarvan de beschrij- 
vende lijnen met y =0, #& =zevenwijdig loopen. Toon aan, 
dat de doorsnede dezer oppervlakken uit drie deelen bestaat. 

8. Uit elk punt der kromme 


tie SE 2x Rn 


B = U, fh zu 
trekt men de loodlijn op OZ; bewijs, dat deze in het oscu- 
latievlak ligt. 
Bepaal de asymptotische lijnen van het oppervlak, dat 
door die loodlijnen wordt gevormd, en toon aan dat de 
gegeven kromme een dier asymptotische lijnen is. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Gegeven eene omwentelingshyperboloïde en eene 
rechte conoïde. 
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De hyperboloïde heeft tot as eene lijn n, loodrecht op 
V; die as snijdt V in een punt N, 8 cM boven H. De door- 
snede van de hyperboloïde met V is een cirkel C, die de 
as van projectie aanraakt. Verder is van dit oppervlak 
gegeven eene beschrijvende lijn a, evenwijdig met H en 
op een afstand van 6 cM boven H. De horizontale projectie 
van a snijdt die van n in een punt S, 18 eM vóór V gelegen. 

De conoïde heeft V tot richtvlak en tot richtlijnen : 1e, 
eene lijn #, loodrecht op V, die V snijdt in een punt R, 
12 eM boven H en met N op dezelfde loodlijn op de as 
gelegen, 2e. een cirkel in H, waarvan het centrum ligt op de 
horizontale projectie van »n,9 cM vóór H. Straal cirkel 8 cM., 

Te construeeren een punt der doorsnede dat 5 eM vóór 
V ligt, benevens de raaklijn der doorsnede in dat punt en 
in eene afzonderlijke teekening, de beide projecties der 
geheele doorsnede. 

(H is het horizontale. V het verticale projectievlak). 

2. In axonometrische projectie te teekenen een omwen- 
telingskegel, staande op het XOY-vlak, benevens de eigen 
schaduw van dien kegel en de slagschaduw op XOY en 
op een gegeven vlak ABC. 

Straal grondvlak kegel 4 eM; coordinaten middelpunt 
grondvlak &=8, y=9 cM; hoogte kegel 16 cM. De stuk- 
ken, door het vlak ABC van de assen afgesneden zijn + 9, 
—8 en —12 cM. 

De lichtstralen zijn evenwijdig aan YOZ en maken een 
hoek van 45° met XOY. 

De axonometrische assen maken twee aan twee hoeken 
van 120° met elkaar. 


Integraalrekening (3 uren). 
1. Bereken de integraal 


[ BSRCL 
nf 
0 
2. Op te lossen de gelijktijdige differentiaalvergelijkingen 


de 
tt gt, 


d 
teh. 
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3. Gegeven is een rechte cirkelvormige kegel. Hoogte — h, 
straal grondvlak ==. Loodrecht op het midden van een 
straal in het grondvlak wordt een vlak aangebracht. 

Bereken het volume der stukken, waarin de kegel wordt 
verdeeld. 


LANDMETERSEXAMEN 1910. 
Wiskunde (3 + 3 uren). 
1. De grootheden «,y en z worden in a, b en c uitge- 
drukt door de betrekkingen : 
e=—=da J- 2b + 3e 
y= ad bb—2e 
z= ad bH4e. 
Druk omgekeerd a, b en c uit in &, y en z. 
2. Van de vierkantsvergelijking 
(Ll —V5D) ax? + Ar —4(8 — 3/5) =0 
is het verschil der wortels 
14 D 
VOAB] 
3. Bereken met behulp van logarithmen 


2,5" 8,712 
( 255) X 1 3,112 

fer 2,5 0,3712 

2,525 * ) 0,3712 

4. Gegeven is: tga =p. 

Gevraagd wordt sin 4a en cos 4a in p uit te drukken. 

5. Van een regelmatig vijfzijdig prisma is de ribbe van 
het grondvlak gelijk aan a. De hoogte van het prisma is 
zoodanig, dat een bol kan worden beschreven, die alle 
begrenzende vlakken van het prisma raakt. 

Druk het verschil in volume van prisma en bol in a uit. 

6. Van eene plaats A (Sydney) is de lengte 151° 12’ 42” 
Oost, de breedte 83° 52/0’ Zuid; van eene plaats B (San 
Francisco) de lengte 1229 24’ 30’ West, de breedte 31° 48’ 0’ 
Noord. 

Bereken den grootcirkelboog AB en de hoeken, waar- 
onder deze de meridianen van A en B snijdt, wanneer de 
aarde bolvormig wordt beschouwd. 
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J. C. HEUSCHMANN. Aus Laienmund ein Wort zum 
sogen. groszen Fermatschen Satz 

REINIER NEETENS. Over Zwaarte- of Valken 

DR. LORENZ. Die Theorie in der Technik. En 

HANS METTLER. Graphische Berechnungsmethoden . 

M. WINTER. La méthode dans la philosophie des 

mathématigues 3 

G. ARNOUX. Essai de Géométrie analytique ‘modulaire 
à deux démensions 

W. OsrTwaLD. Die Forderung ‘des Dien 

P. ERNST. Darstellend-geometrische Behandlung der 
Dupinschen Zycliden 

Dr. H. BREMIKER. Ueber die Behandlung der Unglei 
chungen im Unterricht. te: f 

DR. A. v. FLorow. Einleitung in die Bonn ä 

C. FRENZEL. Die Fundamente für eine elementare 
Einleitung in die Differential- und Integralrechnung 

R. GUIMARAES. Les mathématiques en Portugal. 
Appendice II. ze 

M. HEINRICH. Vereinfachter Dn des Anfänesumter 
richt in der Planimetrie, An „Geometrie 
und Trigonometrie d : 

HANS HOFFMANN. Anschauen. Foals ‘Darstellen 


Brz. 


AANHANGSEL. 


Oplossing van Vraagstukken no. 173—206 . 
Examen Opgaven in 1909 en 1910. 


Propaedeutische Examens der Technische OEREene: 
1909, na de zomervacantie . . De: 

Benen der H. B. S. in Ned. Indië 1909 . 

Wiskunde L. O0. 1909 k IER 

Wiskunde M. O. K.r. 1909 

Mechanica M. O. K. m.. 

Wiskunde M. O0. K. v. 

Landmeters-examen in 1909. . . 

Toelatings-examen tot de Kon. Mil. Academie te 
Breda. 1909 ; 

schriftelijk examen voor mite 1909 

Eindexamen der H. B. S. in Ned.-Indië. 1910 . 

Wiskunde M.O. K.r. 1910 ; E 

Mechanica M.O. K. rr. 1910 . 

Wiskunde M.O. K. v. 1910 

Landmetersexamen 1910 . 
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